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1.2.7 Operationen auf dualen Quaternionen

Wie in Abschnitt 1.1.4 erldutert, kann durch eine duale Quaternion eine Drehung und eine
Schiebung beziiglich ein und derselben Achse dargestellt werden. Da fir die Roboterkine-
matik nur langen- und winkeltreue Abbildungen interessieren und zuséatzliche Abbildungs-
eigenschaften wie Streckung und Verzerrung fir dieses Anwendungsgebiet nicht bendtigt
werden, wird die weitere Betrachtung auf eine Untermenge der dualen Quaternionen
beschrankt. Dazu wird eine Norm N(DQ) Normfr duale Quaternionen DQ = (d , d, , d3,
d,) definiert durch

4
N(DQ) = > di

i=1
und die Menge der Einheitsquaternionen ausgezeichnet.

Eine Dualquaternion DQ mit N(DQ) = 1+¢-0 hei8t Einheitsq und kann immer in die Form
DQ = (cos(Dg), sin(Dg)n, , sin(De)-n, , sin(De)-ng) mit (n; , n, , ng)T als dualer
Einheitsgeraden umgeschrieben werden. DaR fir die duale - Gerade (n; , n, , ng)" immer
Werte existieren, so daB n,? + n,2 + ng?2 = 1+¢:0  (Einheitsgerade) gilt, folgt unmittelbar
aus N(DQ) = 1 und cos?(De) + sin’(Dp) = 1. Mit obiger Definition einer dualen
Einheitsgeraden garantiert die Bedingung N(DQ) = 1+&:0 sowohl die Normiertheit des
Richtungsvektors (Primarteil) als auch die Orthogonalitat zwischen Richtungsvektor und
Momentenvektor im Sekundarteil der Geraden und fugt sich somit nahtlos in die bisher
verwendete Darstellung von Raumgeraden ein.

Im Gegensatz zum sechsdimensionalen Beschreibungsvektor kann fur duale Quaternionen
eine sinnvolle Verknupfungsoperation definiert werden; allerdings handelt es sich hierbei
um eine sehr komplexe Verknupfungsvorschrift.

Verknupfung von Stellungsbeschreibungen

Zwei Dualquaternionen DQ, = (dq, , d,, , d3; , dgy) Und DQ, = (dy, , dop , d3p , dgp)
werden nach folgenden Regeln miteinander verknipft:

DQ,+DQy =( djz +dypy, dyg +dypy, d3g +dgp, gy + dgyy)

DQaDQy, = ( digdyp - (dog, U, Aga)*(dap, dap, dgp) T,
014°(dap, dap, gp) + dip(dg, d3g, Agg) + (g, dgg, gg)x(dop, dap, dgp) )

= ( dyqdyp - dpaUp - d3a:Ugp - dggrdap
Oy 0op + dypyUp, + U3a-Uyp - dgadap
d1a'd?>b + dlb'd3a + d4a'dzb - d2a'd4b )
Oy Uap + dypyUya + ApqeUap - 3z oy )
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Duale Quaternionen bilden einen Ring DQ(+,); die Menge der dualen
Einheitsquaternionen ist beziglich der Multiplikation wegen
N(DQ;°DQ,)=N(DQ;)*N(DQ,) abgeschlossen und somit eine Untergruppe von DQ. Die
multiplikative Verknupfung von Dualquaternionen beschreibt — von links nach rechts
gelesen — die Hintereinanderausfiihrung mehrerer Drehungen und Schiebungen, jeweils
bezogen auf das zuletzt bewegte Objektkoordinatensystem. Details zur
Verknupfungsvorschrift von Dualquaternionen finden sich in [Glavina 85].

Koordinatent von freien Vektoren und GTransformation einer Raumgeraden

Eine duale - Zahl d 188t sich als Dualquaternion (d, 0, 0, 0) darstellen. Definiert man die
zu DQ konjugierte K(DQ) durch Vorzeichenwechsel der letzten drei dualen Zahlen

K(DQ) = (dy ,-d; ,-d3 ,-dy),

dann ergibt sich die Norm N(DQ) - dargestellt als duale Zahl in Quaternionenstruktur —
durch N(DQ) = DQ*K(DQ) = K(DQ)*DQ, wobei N(DQ) von der Form (d, 0, 0, 0) ist.

Da 1 - als Quaternion (1, 0, 0, 0) verstanden - das neutrale Element der Quaternionen-
multiplikation darstellt, ergibt sich fur Einheitsquaternionen (mit N(DQ)=1) aus obiger
Gleichung die Standarddefinition flr inverse Elemente:

1=DQ-K(DQ) = K(DQ)-DQ

Die zur Einheitsquaternion DQ ilnverse einer Quaternion DQ kann daher durch
Konjugation bestimmt werden:

DQ1=K(DQ) falls N(DQ)=1

So wie die dualen Zahlen als Untermenge (d, 0, 0, 0) der Dualquaternionen aufgefalit
werden konnen, lassen sich Raumgeraden — bisher beschrieben durch einen dualenduale-r
Vektor (dg, , dg, , dgs)™ — als Teilmenge G = { g | g = (0, dg, , dg, , dgs)} der Dual-
quaternionen darstellen.

Die auf Einheitsquaternionen beschrankte Transformationsvorschrift "g' = DQegeK(DQ)"
(=DQeg*DQ1) bildet die Raumgerade g in die Raumgerade g' ab. In der Quaternionen-
darstellung DQ=(cos(Dg), sin(De):ny, sin(De)-n,, sin(Dep)-ns) beschreibt dabei
(ny, Ny, ng)T die Einheitsgerade im Raum, um die gedreht und entlang der geschoben wird,
und De = p + &5 gibt den halben Winkel p und die halbe Strecke s an, um die durch die
Einheitsquaternion DQ bewegt wurde. Der Beweis fiir diese Aussagen befindet sich in
[Glavina 85].

Die Transformation eines freien Vektors kann in die Behandlung von Raumgeraden einge-
bettet werden; da fur freie Vektoren lediglich die Orientierungsinformation, nicht aber die
Position von Bedeutung ist, gentigt der Unterring Q(+,%) der reellen Quaternionen. Ein
Vektor v=(vy, vy, v;) wird zur reellen Quaternion (0, vy, vy, V,) erweitert und durch die
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Abbildungsvorschrift "v' = QpeveK(Qp)" entsprechend der dualen Quaternion DQ =
Qp + & Qs transformiert.

KoordinatentTransformation von Punktkoordinaten

Eine sogenannte "Epsilon-Konjugation™ ist durch Vorzeichenwechsel in den Sekundar-
werten einer Dualquaternion definiert:

E(DQ) = (dp;-e-ds; , dp,-€-ds, , dpz-e-ds; , dp,-€:dS,).

Ein Punkt mit den Koordinaten P = (X; , X, , X3) wird durch eine duale Einheitsquaternion
DQ nach folgendem Verfahren in den neuen Raumpunkt P’ transformiert:

Dualquaternion DX:= (1, &X; , &Xy, €X3)
DX"= DQ*DX*K(E(DQ)) = (1, &X;', &X5', X3

Aus DX' kénnen die Koordinaten des neuen Punktes P' = (X', X,', X3") abgelesen werden.
Ein Beweis, dal} die oben definierte Abbildung die gewlinschte Bewegung (Rotation 2p
und Translation 2s um (n, , n, , ny)T) realisiert, findet sich in [Blaschke 60].

1.2.8 Umrechnung homogener 4x4-Matrizen in duale Quaternionen

Die Transformation einer homogenen 4x4-Matrix H Transformationeiner homogenen
4x4-Matrix in eine Dualquaternion DQ wollen wir hier tber die Verwendung von
Eulerwinkel zur Angabe der Orientierung durchfiihren; ein "direktes" Verfahren, bei dem
aus dem 3x3-Orientierungsteil RS der Matrix H die Rotationsachse (n; , n, , ng)™ und der
Winkel ¢ bestimmt werden, ist in [Paul 8la] erldutert; vor diese reelle
Rotationsquaternion muB dann noch die aus (Hy; , Hy, , Hgg)T resultierende duale
Translationsquaternion multipliziert werden.

Der in Abschnitt 1.2.2 vorgestellte Ansatz Rx(W2)*Rz(W3) = Rz(W1)1RS liefert die
Gleichungen

1.3: 0 = cos(W1)-H3 + sin(W1)-Hjg
2.3: -sin(W2) =-sin(W1)-H;3 + cos(W1)-Hys
3.3: cos(W2) = Hs;

1.2: -sin(W3) = cos(W1)-Hq, +sin(W1)-H,,
1.1:  cos(W3) = cos(W1)-Hqq +sin(W1)-H,, .

Die Eulerwinkel W1, W2 und W3 ergeben sich damit zu
W1 =ATAN2(H;3, -Hy3) bzw. W1 =0 (willkrlich) falls H;3=0 und H,3=0

W2 = ATAN2(Sin(W1)-Hys - cOS(W1)-Hys , Hag)
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W3 = ATAN2(-cos(W1)-H,, - sin(W1)-H,, , cos(W1)-H;4 + sin(W1)-Hy;)

. w1 W2 W3 .
Mitgy= 5", ¢:=— , ¢z:= 5 und d::\/H142+H242+H342 (Lange des Translations-

vektors) lassen sich die Translation und die einzelnen Rotationen Wi beschreiben durch
das Quaternionenprodukt

(cos(e-d/2) , sin(e-d/2)-Hya/d , sin(e-d/2)-Hy,/d , sin(e-d/2)-Hgy/d) «
(cos(ey) , 0, 0, sin(py)) * (cos(ey) , sin(e,) , 0, 0) * (cos(ez) , 0, 0, sin(ps))

Die Losung flr die gesuchte Quaternion DQ lautet also:

(1, e Hal2 , e Hpyl2 , £:H34/2) o

(cos(p1)-cos(¢y)-cos(3) - sin(py)-cos(py)sin(es) ,
c0s((1)-SiN((y)-cos(pz) + sin(p1)-sin(e,)-sin(es) ,
Sin(@4)-Sin(2)-cos((3) - €OS(P1)-SiN(P2)-sin(es) ,
sin(@1)-cos((y)-cos(@3) + €OS(1)-COS((7)-SIN(P3) )

1.2.9 Umrechnung dualer Quaternionen in homogene 4x4-Matrizen

Fur die Umrechnung einer Dualguaternion DQTransformationeiner Dualquaternion in
eine homogene 4x4-Matrix H greifen wir auf die im Abschnitt 1.2.7 definierten
Transformationsvorschriften fir Raumgeraden, freien Vektoren und Punkte zuriick und
bilden die Orientierungsvektoren x, y und z des Bezugsystems mittels der Quaternion DQ
in die zugehdrigen stellungsbeschreibenden Achsvektoren ab. Die ebenfalls definierte
Punkttransformation des Ursprungs liefert dann die noch ausstehende Information Gber die
4. Spalte der Matrix H. Da fir die ersten drei Spalten von H nur die Orientierung
ausschlaggebend ist, kann sich dort die Berechnung auf den Primarteil Qp der Quaternion
DQ beschranken (vgl. Bemerkung zur Transformation freier VVektoren).

Es qgilt:
(0, Hyy, Hyg, Hag) = (dpy . dpy . dpz, dpg)e(0, 1, 0, 0)+(dp, ,-dp, ,-dp3 ,-dp,)
(0, Hyp, Hyy, Hgp) = (dpy , dpy, dps, dpy)(0, 0, 1, 0)+(dp; ,-dp, ,-dp3 ,-dp,)
(0, Hyz, Hyz, Hag) = (dpy, dpy, dps, dp,)=(0, 0, 0, 1)+(dp; ,-dp, ,-dp3 ,-dpa)
(1, eHyy, eHyy, eHay) =(dy, dy, d3, dg)e(1,0,0,0)e

(dpq-g-dsq ,-dp,+e-ds, ,-dps+e-ds; ,-dp,+e-ds,)
(Ha1 . Hgp Hyz Hyy) =(0,0,0, 1)

Liegt die Quaternion DQ in der Form DQ = (cos(p+e-d), sin(o+e-d)-(ny+e:my , nyte-m,,
ns+e-mj3) ) vor, so lautet die homogene 4x4-Matrix H [Paul 81a, Rooney 78, Glavina 85]:
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Hyq = ny?(1-cos(2¢)) + cos(20)

Hip = nyny-(1-c08(20)) - nz-sin(2¢)

H1z = n3:ny:(1-cos(29)) + ny:sin(20)

Hy1 = nyny:(1-08(29)) + n3:sin(20)

Hy, = ny?(1-c0s(2¢)) + cos(20)

Ha3 = N3:ny:(1-c0s(29)) - ny-sin(2¢)

Hay = ny:n3(1-c0s(2¢)) - ny-sin(2¢)

Hsp = ny:n3:(1-c0s(29)) + ny-sin(20)

Hgs = ng?(1-cos(2¢)) + cos(20)

Hiy =ny-2:d + my:sin(2¢) + (ny:m3-n3:my)-(1-cos(20))
Hos = ny:2:d + mysin(2¢) + (N3:mq-ny-ms)-(1-cos(2¢))
Hss = N3:2:d + mg-sin(2¢) + (ny-my-ny:my)-(1-cos(2¢))
Hyy =0

Hyp = 0

Hy3=0

Hy=1

In volliger Analogie zur homogenen 4x4- lalt sich aus der Dualquaternion DQ die
zugehorige 3x3-Dualmatrix D ermitteln:

(0,Dy3,Dy,D3)=DQ#(0,1,0,0)K(DQ)
(0 , D12 , D22 , D32) = DQ‘(O , 0 , 1 , O)'K(DQ)
(0,D33,Dy3,D33) =DQ+(0, 0,0, 1)sK(DQ)

Der Einsatz von Dualquaternionen zur Stellungsbeschreibung eines Objekts und die
Verfahren zur Transformation in dquivalente Darstellungsformen werden im folgenden an
dem in Abb. 1.8 illustrierten Beispiel demonstriert.

Die Stellung des Objekts ergibt sich durch eine 90°-Drehung um die zur y-Achse
parallele, durch den Punkt (0, 0, 3)T laufende Achse (0-&-3, 1, 0)T und eine Schiebung
um 4 Einheiten entlang dieser Achse.
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Sobj = (c0s(90°/2+¢-4/2) , sin(90°/2+¢-4/2)-(0-¢-3, 1, 0))
= (co0s(90°/2)-g-4/2-sin(90°/2) , (sin(90°/2)+¢-4/2-c0s(90°/2))-(0-&:3, 1, 0))

= (21262, 3312 \B2+en3 , 0

Das Umrechnen der Quaternion Sqp,=(cos(90°/2+¢-4/2) , sin(90°/2+¢-4/2)-(0-e-3 , 1, 0))
in eine homogene 4x4-Matrix fiihrt unter Bertcksichtigung von U=(uy, uy, u,) = (-3, 4, 3)
direkt zu der in Bild 1.2 enthaltenen Stellungsbeschreibung. Dies zeigt, dal die in Bild
1.1, Bild 1.2, Bild 1.4 und Bild 1.8 beschriebenen Stellungen unter der Voraussetzung U =
(-3, 4, 3)7 identisch sind. Damit kann die oben angegebene Dualquaternion Sopj auch
durch eine Transformation der Beschreibungswerte aus Bild 1.1 bzw. Bild 1.2 gewonnen
werden. Entsprechend dem von uns beschriebenen Transformationsverfahren wird aus der
in Bild 1.2 enthaltenen homogenen Matrix die zugehdrige Eulerdarstellung ermittelt:

(-3, 4, 3,90°,90°,-90°).

y .
Obi Objektkoordinatensystem %bj

/U Zonjg—-|

X Obj 3

U=(3,4,3) T

e

4

: /

Bezugskoordinatensystem
X

SObj = (cos(90°/2+¢-4/2) , sin(90°/2+¢-4/2)-(0-¢-3 , 1, 0))
Abb. 1.8: Darstellung des Objektkoordinatensystems Sobj durch eine duale Quaternion

Ausgehend von diesen Werten erhalten wir nach Aufspaltung der dualen trigono-
metrischen Funktionen in der Verschiebungsquaternion das Quaternionenprodukt

(1,-s-%,s-z,g-g)-(lzé,o,o,lzé)-(ﬁ 2 0,0)-(32@0,0 2

2 2" 2
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