2.2 Grundlagen der Ruckwartsrechnung

Mit Hilfe der Vorwirtsrechnung wurde die Roboterfunktion F(vy,...,v,) ermittelt, die die
Effektorstellung BXSEffektor bei vorgegebenen Gelenkvariablen v; ermittelt. Sehr viel
héufiger stellt sich die Frage, welche Werte die Gelenkvariablen v; annehmen miissen,

damit eine bestimmte Effektorstellung, im folgenden mit Zielstellung BXSZiel bezeichnet,
erreicht wird. Die Bestimmungsgleichung fiir die Gelenkvariablen v;, 1<i<n, die

sogenannte kinematische Gleichung, heif3t also:

F(vy,o.vy) = DO,l'[ﬁ(Zi(Vi)'Xiﬂ)] * TR = [ﬁ(zi'xiﬂ)] * TR =Ziel

i=1 i=0

Die Aufgabe der Riickwirtsrechnung besteht nun genau in der Losung dieser
kinematischen Gleichung. Im Gegensatz zur Vorwértsrechnung, die fiir alle Roboter nach
einem fest vorgegebenen Algorithmus, dem D-H-Verfahren, durchgefiihrt werden kann,
existiert fiir die Riickwértsrechnung kein allgemeines Verfahren, mit dem fiir alle Roboter
explizite Losungsformeln fiir die Gelenkvariablen gewonnen werden konnen. Um
iiberhaupt einen systematischen Zugang zur Losung der kinematischen Gleichung zu
finden, ist es sinnvoll, Vereinfachungen der kinematischen Gleichung vorzunehmen,
sowie einige Séitze und Definitionen bereitzustellen.

2.2.1  Vereinfachungsmaglichkeiten fur die Rickwartsrechnung

Im Rahmen der Riickwirtsrechnung wird bei Drehgelenken statt dem Drehwinkel §; nur
die Variable d; und bei Schubgelenken statt der Grofle m; nur die Variable t; benutzt.
Wurde die Null-Lage des betrachteten Roboters nicht optimal gewéhlt und treten deshalb
neben den Gelenkvariablen noch die konstanten Werte 9; bzw. h; auf, dann kdnnen nach
der Ermittlung der Gelenkvariablen d; bzw. t; die Substitutionen "d; wird ersetzt durch
di+39," bzw. "t; wird ersetzt durch t;+h," vorgenommen werden.

Ebenso fiihrt die bei der Vorwirtsrechnung schon erwihnte Moglichkeit, Variablen
paralleler parallele Rotationsachsen zu einer Variablen zusammenfassen zu konnen (vgl.
Abschnitt 2.1.4), zu einer Vereinfachung der kinematischen Gleichung.

Die kinematische Gleichung kann dadurch weiter vereinfacht werden, daf3 die konstanten
Randoperanden Zy*X; und X, ;*TR auf die rechte Gleichungsseite gebracht und mit der
Zielstellung zusammengefa3t werden. Aufgrund der Kommutativitdt von Rotation und
Translation beziiglich der gleichen Achse kann fiir die neuen Randoperanden Z; und Z,
der konstante Translationsteil T(z;, h;) bzw. Rotationsteil R(z;, 9;) fiir Rotations- bzw.
Translationsgelenke nach auflen gezogen, auf die rechte Gleichungsseite gebracht und
ebenfalls mit der Zielstellung zusammengefalit werden. Damit ergibt sich fiir die
Standardform der ecine modifizierte Zielstellung W. Die verkiirzte linke Gleichungsseite,
die alle sechs zu bestimmenden Gelenkvariablen enthélt, wird mit M abgekiirzt. Somit
erhalten wir die kinematische Grundgleichung: M=W
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Betrachten wir als Beispiel die nicht abgekiirzte Notation der kinematischen
Grundgleichung fiir den Fall, daBB G; und G, Rotationsgelenke sind:

n-1
R 1 (Zl =d1)'X2'H(Zi'Xi+1)' Rn(Zn,d.n) = (Z()'X 1 'Tl(Zl,hl))- 1 'Ziel’(Tn(Zn,hn)'Xn+1'TR)_l
=2

Wir bezeichnen die so erhaltene kinematische Grundgleichung als einen Ansatz zur
Losung der kinematischen Gleichung. Weitere Ansétze zur Losung der kinematischen
Gleichung kénnen dadurch gewonnen werden, da3 weitere Randmatrizen auf die rechte
Seite gebracht werden. Es kann zum Beispiel sinnvoll sein, nachdem bereits die
Gelenkvariable v, bestimmt wurde, die v, enthaltende Matrix mit der bekannten Matrix W
auf der rechten Seite der Gleichung zusammenzufassen.

Diese durch Invertierung von Matrizen gewonnenen neuen Ansdtze haben eine
Verdnderung von - und Zielsystem zur Folge. Das Bezugsystem ist also nicht mehr das
Bezugskoordinatensystem BKS, sondern das Koordinatensystem, auf das sich das linke
Randkoordinatensystem im neuen Ansatz bezieht. Ebenso ist das Zielsystem nicht mehr
das Effektorkoordinatensystem Sg, sondern das rechte Randkoordinatensystem im neuen
Ansatz.

Beispiel: In der obigen kinematischen Grundgleichung wiére also das fiir R;(z;,d;) zugrun-
deliegende Koordinatensystem das neue Bezugsystem und das durch R (z,,d,) erreichte
Koordinatensystem das neue Zielsystem.

Durch geeignete Umformung der kinematischen Grundgleichung sind wir also immer in
der Lage, fir beliebig vorgegebene Bezug- und Zielsysteme den zugehdrigen Ansatz
aufzustellen. Auf dieser Moglichkeit setzen im wesentlichen die in Kapitel 2.3 und 2.4
beschriebenen Verfahren zur expliziten Losung der kinematischen Gleichung auf.

2.2.2 Klassifikation von Roboterkonstruktionen und Zielvorgaben

Da kein fiir alle Roboter giiltiges Verfahren zur Herleitung einer expliziten Losung der
kinematischen Gleichung existiert, wird in Kapitel 2.3 und 2.4 nach Klassifikations-
kriterien gesucht, die eine geeignete Klassenbildung bei Robotern und eine Zuordnung
verschiedener expliziter Losungsverfahren zu den einzelnen Klassen erlauben. Fiir diesen
Zweck sind die folgenden Definitionen und Sitze niitzlich.

Definition: Roboter und Roboterklasse

Ein Roboter mit n Gelenken ist eindeutig definiert durch n Vierertupel (3;,n;,1;,0;), die
Jeweils die 4 Denavit-Hartenberg-Parameter des einzelnen Gelenkiibergangs D .
enthalten.
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Eine Roboterklasse besteht aus n Vierertupel (5;n;,l;,c;), bei denen neben den
Gelenkvariablen auch einige mechanische Konstanten (z.B. 1,) parametrisiert sind.
Fiir einen konkreten Roboter sind diese mechanischen Parameter natiirlich mit festen
Zahlenwerten belegt.

Definition: Globale und lokale Degeneration

Eine Roboterkonstruktion heiflit global degeneriert, wenn ihr Freiheitsgrad f< 6 ist;
eine lokale liegt genau dann vor, wenn sich der Freiheitsgrad f nur fiir gewisse
Gelenkstellungen v;, 1<i<n, auf f <6 verringert. Diese speziellen Gelenkstellungen
heilen Degeneration-sstellungen.

Die Losung der kinematischen Gleichung fiir global degenerierte Roboter ist wegen der
geringen Anzahl der zu bestimmenden Gelenkvariablen leichter zu ermitteln. Die
Einschrinkung des Freiheitsgrades kann jedoch bei vielen Anwendungen die Benutzung
eines global degenerierten Roboters unmdoglich machen. Im weiteren werden global
degenerierte Roboter nicht mehr betrachtet.

Roboter mit lokalen Degenerationsstellungen weisen diesen Nachteil nicht auf, da durch
mechanische Gelenkbegrenzungen oder durch MaBinahmen in der Robotersteuerung alle
Degenerationsstellungen vermieden werden konnen. Da jedoch in der Nihe einer lokalen
Degenerationsstellung zwar der Freiheitsgrad f=6 erhalten bleibt, aber der erreichbare
Arbeitsraum stark schrumpft, stellt auch das Auftreten einer lokalen Degeneration einen
konstruktiven Nachteil dar. Hier muf3 gepriift werden, ob dieser reduzierte Arbeitsraum
noch einen sinnvollen Robotereinsatz ermdglicht; gegebenenfalls kann durch Vermeidung
der Degenerationsstelle und ihrer ndheren Umgebung wenigstens die Arbeitsraum-
transparenz fiir den Anwender erhalten bleiben.

Insofern ist es wichtig, dafl bei der Losung der kinematischen Gleichung alle Degenera-
tionsstellungen erfalit werden.

Satz: Global degenerierte Roboterkonstruktionen

Ein Roboter ist genau dann Roboterglobal degeneriert, wenn fiir die aus der kinematischen
Gleichung zu berechnenden sechs Gelenkvariablen eine der folgenden Aussagen erfiillt
ist:

a) Es existieren drei aufgrund der mechanischen Konstruktion komplanare Translations-
gelenke.

b) Mehr als drei Gelenke bewegen sich aufgrund der mechanischen Konstruktion in
zueinander parallelen Ebenen.
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c¢) Es existieren vier Rotationsgelenke, deren Drehachsen sich aufgrund der
mechanischen Konstruktion in einem Punkt schneiden.

d) Es existieren zweimal drei Rotationsgelenke, deren Drehachsen sich aufgrund der
mechanischen Konstruktion in einem Punkt schneiden (zwei Dreifach-
Schnittpunkte);
diese Konstruktion 146t sich durch folgende Roboterklasse beschreiben:

(dy,h1,0,0,1) (d,0,0,015) (d3,h3,13,013) (dg.h4,0,04) (d5,0,0,015) (dg,hg,l6,0L6)

e) Die Rotationsachsen von zwei Rotationsgelenken fallen aufgrund der mechanischen
Konstruktion zusammen. Dies konnen z.B. zwei direkt benachbarte Rotationsgelenke
Riund Ri+1 mit [;=0 und sin(a;)=0 sein.

f) Es existieren drei Rotationsgelenke, deren Drehachsen sich aufgrund der
mechanischen Konstruktion in einem Punkt schneiden (Dreifach-Schnittpunkt), und
die anderen drei Gelenke bewegen sich aufgrund der mechanischen Konstruktion in
zueinander parallelen Ebenen.

g) Zwei Translationsgelenke sind aufgrund der mechanischen Konstruktion zueinander
parallel.

h) Anzahl der Translationsgelenke + (Anzahl der aufgrund der mechanischen Konstruk-
tion parallelen Rotationsgelenke -1) > 3

Beweis:
Zuerst wird gezeigt, dall jede der Bedingungen a) bis h) eine global degenerierte Roboter-
konstruktion impliziert:

zu a) Drei komplanare Translationsgelenke verdndern die Orientierung nicht und decken
nur einen zweidimensionalen Positionsraum ab. Der dritte Freiheitsgrad fiir die Position
und die drei Freiheitsgrade fiir die Orientierung konnen mit den restlichen drei Gelenken
nicht verwirklicht werden. Es fehlt entweder ein Gelenk zur Positions- oder zur
Orientierungseinstellung.

zu b) Bei n parallelen Rotationsgelenken kann die Orientierungsdnderung immer durch
eine Variable ausgedriickt werden (vgl. Abschnitt 2.2.1), d.h. es wird durch diese
parallelen Rotationsgelenke genau ein Orientierungsfreiheitsgrad abgedeckt. Da die
Gelenke parallel sind, kann hierdurch hochstens ein zweidimensionaler Positionsraum,
also weitere zwei Positionsfreiheitsgrade erreicht werden. Mit n parallelen
Rotationsgelenken kann deshalb maximal ein Freiheitsgrad f=3 erreicht werden. Gibt es
nun bei sechs Gelenken bereit n>3 parallele Rotationsgelenke, so bleiben nur hochstens
zwei Gelenke {ibrig, mit denen die restlichen drei Freiheitsgrade erreicht werden miif3ten.
Da dies unmoglich ist, sind solche Roboterkonstruktionen global degeneriert.

zu ¢) Sei 1 die Position des ersten der vier sich schneidenden Rotationsgelenke in der
kinematischen Kette, dann erzwingt der gemeinsame Schnittpunkt folgende D-H-
Parameter fiir die vier Rotationsgelenke:
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(d,hi,0,04) (dif1,0,0,0011) (di42,0,0,04.5) (di3.hi3,143,0443)..

Die kinematische Gleichung D ;e...sD, ,;*TR=Ziel kann stets umgeformt werden zu
folgendem Ansatz:

i-1 n
Dij+1®--*Dins iva = [HDj,jﬂ]'l'Ziel'TR'l'[ HDj,jJrlj-l
j=0

j=i+4

Eine Aufspaltung der Matrix Dj;;,4 in ihren variablen Rotationsanteil R(z;,3,d;;3) und
eine konstante Matrix Dy (0,h;3,1;13,0,13) fiihrt zu folgendem Ansatz:

i-1 n
Dii+1®---*Disn i+3°R(Zi13.d143) = { Dj,j+1]-1'Zie|'TR_l'[ HDj,jH]_l'DK_l
i=0 j=itd

Im Matrixprodukt der linken Gleichungsseite tritt in der vierten Spalte s4=(0,0,hi,1)T keine
Variable auf, da die vier Rotationsgelenke sich im Ursprung des neuen Zielsystems
schneiden und somit seine Position nicht verdndern konnen. Auf der linken
Gleichungsseite befinden sich vier Variablen, also kann auf der rechten Seite mit den zwei
restlichen Gelenkvariablen nie der volle Positionsfreiheitsgrad f=3 erreicht werden. Die
Roboterkonstruktion ist global positionsdegeneriert.

Nebenbemerkung ohne Beweis: Bei Robotern mit dem Getriebefreiheitsgrad F > 6 besei-
tigt die Festlegung der Gelenkvariablen von einem oder zwei der vier sich schneidenden
Rotationsgelenke zwar die globale Degeneration, diese Gelenke haben jedoch — &hnlich
wie die erste von zwei identischen Rotationsachsen — keine Auswirkung auf die Stellung
eines Roboterelements und kdnnten deshalb durch starre Gelenkiibergéinge ersetzt werden.

zu d) Diese Roboterkonstruktion wird durch folgende D-H-Parameter beschrieben:
(dy,hy,0,04) (d5,0,0,05) (d3,h3,13,063) (dg.h4,0,014) (ds,0,0,05) (d,hg,lg,006)
Die zugehdrige kinematische Gleichung kann in folgender Form angegeben werden:
R(z),d)*R(X},01)°Dy30...°Dy s = T(Zl,hl)'l'Ziel-TR'I'(D5’6'D6,7)'1 =
=T(z;,h)) 1*W+(Ds 4°R(24,d))!

Mit diesem Ansatz haben wir das Bezugsystem in den Schnittpunkt der ersten drei sich
schneidenden Achsen und das Zielsystem in den Schnittpunkt der zweiten drei sich
schneidenden Achsen gelegt. Damit ist klar, daB die Rotationsgelenkachsen durch den
Ursprung des Zielsystems keinen Beitrag zur Positionsdnderung des Zielsystems liefern
konnen. Zur Untersuchung, welchen Beitrag die Rotationsgelenkachsen durch den
Ursprung des Bezugsystems zur Positionsverdnderung des Zielsystems liefern, betrachten
wir den Abstand zwischen Bezug- und Zielsystem. Aus den Koordinaten des Ursprungs
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(uy,uy,u,) des Zielsystems, die ja gerade in der vierten Spalte der homogenen 4x4-Matrix

stehen, 14Bt sich der Abstand einfach als ~/u+u,>+u,” berechnen. Betrachten wir der

Einfachheit halber das Quadrat des Abstands, so erhalten wir aus obigem Ansatz folgende
Abstandsgleichung:

hs*+3>+h,+2-hs-hy-cos(oz) = W2+ Wo P H(Way-hy )

Da dieser Ausdruck keine Variable enthilt, deckt diese Roboterkonstruktion mit ihren
Positionierungsmodglichkeiten nur eine Kugel mit dem Mittelpunkt (0,0,h;,1)T und dem
Radius h;2+1;2+h,>+2-h;3-hy-cos(a;) ab und ist deshalb global positionsdegeneriert. DaB
statt dessen fiir die Orientierung eine iiberfliissige Gelenkachse existiert, wird dadurch
deutlich, daB die Verbindungselemente zwischen den beiden Schnittpunkten der drei sich
schneidenden Achsen — wie ein gekropfter Handbohrer — beliebig gedreht werden konnen,
ohne daf} dies eine Auswirkung auf den Effektor hat.

zu e) Fallen die beiden Drehachsen zg; und z;, zusammen (im Beispiel wegen ;=0 und
sin(c;)=0), dann ist klar, daB mit Ri auch keine anderen Stellungsédnderungen als mit Ri+1
durchgefiihrt werden konnen. Deshalb ist eines der beiden Gelenke iiberfliissig und der
Freiheitsgrad des Roboters verringert sich auf f< 5.

Analog zu Fall ¢) bietet sich auch bei Robotern mit einem Getriebefreiheitsgrad F > 6 kein
sinnvoller Einsatz eines solchen Gelenks an.

zu f) Seien R1, R2 und R3 die Transformationsmatrizen der drei sich schneidenden
Rotationsgelenke. Die Matrizen A und C sollen das Produkt aus den Transformations-
matrizen der anderen drei Gelenke bzw. die Einheitsmatrix darstellen. Da parallele Trans-
lations- und Rotationsgelenke in ihrer Reihenfolge vertauscht werden diirfen (vgl. [Heil3
85]), ergibt sich dann folgender Ansatz fiir die kinematische Gleichung:

A*R1+R2:R3+C = Ziel

Da sich die Gelenke mit den zugehorigen Transformationsmatrizen A und C in parallelen
Ebenen bewegen, mull entweder A=E oder C=E gelten (oder die Bedingung e ist fiir die
Gelenke R1, R2 oder R3 erfiillt). Mit Hilfe des Spiegelungssatzes [Heill 85] 146t sich
zeigen, dafl beide Varianten gleichwertig sind; damit kann sich der folgende Beweis auf
die kinematische Gleichung A*R1+R2°R3 = Ziel beschrianken. Wird nun ein neues Bezug-
system B mit seinen x- und y-Achsen in eine der parallelen Bewegungsebene gelegt und
die kinematische Gleichung umgeformt in

B*A*R1*R2+R(Zy3,dg3) = BeZiel*(T(Zg3,hg3)* T(Xg3,lr3) R(Xg3,0,r3)) ",

dann treten weder auf der linken noch auf der rechten Seite des Ansatzes in der z-Kompo-
nente der Positionsspalte (Element 3.4) Gelenkvariablen auf: Das heif3t, da3 der Positions-
freiheitsgrad < 3 und damit der Roboter global degeneriert ist.

zu g) Zwei aufgrund der mechanischen Konstruktion parallele Translationsgelenke
besitzen nur den Positionsfreiheitsgrad f=1; damit ist eines der Translationsgelenke
iiberfliissig und der Freiheitsgrad des Roboters verringert sich auf f<5.
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zu h) Da n (n<3, sonst Fall b) parallele Rotationsgelenke nur den Orientierungs-
freiheitsgrad f=1 haben (vgl. auch Beweis zu b), konnen folgende Félle unterschieden
werden:

Ein alleinstehendes, also "zu sich selber" paralleles Rotationsgelenk, mehr als drei
Translationsgelenke: Durch mehr als drei Translationsgelenke kann nur f<3 erreicht
werden. Damit stehen weniger als drei Rotationsgelenke zur Erreichung der drei
Orientierungsfreiheitsgrade zur Verfiigung.

Zwei parallele Rotationsgelenke, mehr als zwei Translationsgelenke: Durch zwei parallele
Rotationsgelenke wird der Orientierungsfreiheitsgrad f=1 erreicht. Damit steht hochstens
noch ein Rotationsgelenk zur Erreichung der restlichen zwei Orientierungsfreiheitsgrade
zur Verfiigung.

Drei parallele Rotationsgelenke, mehr als ein Translationsgelenk: Durch das dritte
parallele Rotationsgelenk wird ebenfalls nur der Orientierungsfreiheitsgrad f=1 erreicht.
Die Situation ist wie im vorigen Fall.

Alle drei Fiélle fiihren also zu global degenerierten Roboterkonstruktionen.

Zu beweisen ist noch die Implikation, daB3 jede global degenerierte Roboterkonstruktion
mindestens eine der Eigenschaften a) bis h) aufweist. Der Nachweis erfolgt durch Wider-
spruchsannahme; es wird gezeigt, dal die Bedingung "(avbvcvdvevfvgvh)
immer zu Konstruktionen mit dem Freiheitsgrad 6 fiihrt und dies bedeutet, dafl sowohl der
Positionsfreiheitsgrad 3 als auch der Orientierungsfreiheitsgrad 3 erreicht wird.

Aus —h folgt, dal mindestens drei orientierungsidndernde Rotationsgelenke existieren, der
Orientierungsfreiheitsgrad =3 wird erreicht.

Nachweis des Positionsfreiheitsgrades {=3:

Hier bietet sich eine Unterteilung nach der Anzahl der in der Konstruktion enthaltenen
Translationsgelenke an:

*  drei Translationsgelenke (mehr sind wegen —h nicht moglich):
—a garantiert den vollen Positionsfreiheitsgrad =3 .

» zwei Translationsgelenke:
—g verhindert eine Degeneration zwischen den beiden Translationsgelenken und —c
garantiert mindestens ein positionsdnderndes Rotationsgelenk; dieses neben den zwei
Translationsgelenken noch benétigte positionsdndernde Rotationsgelenk darf nicht
senkrecht auf beiden Translationsachsen stehen, da der Positionsraum sonst zu einer
Ebene degeneriert.

Folgende Situationen sind kritisch:
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- drei sich schneidende Rotationsgelenke, denn dadurch wird das
positionsidndernde vierte Rotationsgelenk eindeutig festgelegt: —f garantiert den
Positionsfreiheitsgrad =3 .

- zwel zueinander parallele Rotationsgelenke (mehr gibt es wegen —h nicht!): Das
erste parallele Rotationsgelenk muf3 zur Positionseinstellung verwendet werden,
—b und —e garantieren den Positionsfreiheitsgrad =3 .

ein Translationsgelenk:

—c garantiert mindestens zwei positionsindernde Rotationsgelenke und —e verhindert
den Ausfall einer fiir die Positionseinstellung eingesetzten Rotationsachse; damit ist
der Positionsfreiheitsgrad f=2 sichergestellt und der volle Positionsfreiheitsgrad =3
wird nur dann nicht erreicht, wenn sich alle zur Positionseinstellung beféhigten
Gelenke in parallelen Ebenen bewegen. Dies wird durch die Bedingungen —b und —f
unterbunden.

kein Translationsgelenk:

—c garantiert mindestens drei positionsdndernde Rotationsgelenke und —e verhindert
den Ausfall einer fiir die Positionseinstellung eingesetzten Rotationsachse; damit ist
der Positionsfreiheitsgrad f=2 sichergestellt und der volle Positionsfreiheitsgrad =3
wird nur dann nicht erreicht, wenn sich alle zur Positionseinstellung befahigten
Rotationsgelenke in parallelen Ebenen bewegen oder sich dauernd in einem Punkt
schneiden (zweiter Dreifach-Schnittpunkt). Im zweiten Fall reduziert sich der
Positionsraum auf eine Kugeloberflache. —b , —f und —d verhindern diese
Degenerationen.

Definition: Klassifikation von Effektorstellungen

Eine vorgegebene heilit mehrdeutig, wenn sich mehr als ein n-Tupel von Werten fiir
die Gelenkvariablen finden 148t, durch das der Effektor in die gewlinschte Stellung
gebracht werden kann.

Bei Robotern mit dem Freiheitsgrad f=6 ist jede Effektorstellung mehrdeutig, da die
Effektororientierung durch mindestens zwei verschiedene Sechstupel von Werten fiir
die Gelenkvariablen eingestellt werden kann (vgl. dazu Abschnitt 1.2.2). Durch die
Einbeziehung des mechanisch zuldssigen Bewegungsumfanges der einzelnen Gelenke
wird die Losung u.U. eindeutig.

Eine vorgegebene Effektorstellung wird als Reduktionsstellung bezeichnet, wenn bei
der zugrundeliegenden Roboterkonstruktion zum Erreichen dieser Stellung ein
Getriebefreiheitsgrad F <6 geniligen wiirde. In dieser Situation kdénnen bestimmte
Gelenkvariablen v; beliebig gewidhlt werden, da mit Hilfe der restlichen Gelenke
diese Effektorstellung trotzdem erreichbar ist. Die Riickwértsrechnung reduziert sich
nach der freien Festlegung von v; auf die Berechnung der restlichen Gelenkvariablen.

Effektorstellungen, die von einem nichtdegenerierten Roboter auch bei idealisierten
Bewegungsmoglichkeiten der Gelenke (tj€]-o0,+oo[ bzw. d;€[0°,360°[) nicht
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angesteuert werden konnen, werden Effektorstellungunerreichbar,
Effektorstellungen, die nur wegen des begrenzten Bewegungsumfanges der Gelenke
nicht anfahrbar sind, werden Effektorstellungunzuldssig genannt. Unzuldssig sind
auch solche Roboterstellungen, bei denen ein Roboterelement, der Effektor oder ein
mit dem Effektor verbundenes Objekt aus dem zuldssigen Arbeitsraum herausragen
(z.B. Kollision des Effektors mit dem eigenen Robotergehduse oder mit im
Arbeitsbereich befindlichen Hindernissen).

Unerreichbare Stellungen lassen sich bei der Berechnung der v; erkennen. Wir
kommen hierauf im nidchsten Abschnitt zuriick.

Unzuléssige Stellungen fallen dagegen bei der mathematischen Berechnung der v;
nicht auf und miissen durch zusétzliche Algorithmen abgepriift werden.

2.2.3 Voruberlegungen zur expliziten Losung der kinematischen
Gleichung

Aus der Algebra ist bekannt, daBl fiir allgemeine Polynome p in einer Unbekannten mit
Grad p<4 eine explizite Losung existiert [Meyberg 75, Meyberg 76] und diese Losung als
geschlossene Formel angegeben werden kann. Die bei der Riickwirtsrechnung
auftretenden transzendenten Gleichungen lassen sich in Polynome mit einer oder
mehreren Unbekannten (Gelenkvariablen) umwandeln. Damit die kinematische Gleichung
also liberhaupt geschlossen geldst werden kann, miissen wir Ansédtze finden, die als
Bestimmungsgleichungen Polynome p in einer noch nicht bestimmten Unbekannten mit
Grad p<4 liefern.

Aus Griinden der Praktikabilitidt beschrdnken wir uns vorerst auf solche Bestimmungs-
gleichungen, in denen nur Polynome in einer noch nicht bestimmten Unbekannten von
Grad p<2 auftreten. Die hieraus ableitbaren Losungsformeln fiir die Gelenkvariablen sind
iibersichtlich und beziiglich der zu analysierenden Sonderfille der lokalen Degeneration
und unerreichbarer Effektorstellungen einfach handhabbar.

Bei der Untersuchung, fiir welche Roboterklassen mit diesem Ansatz geschlossene Losun-
gen gefunden werden kdnnen, wird sich zeigen, daB3 die iiberwiegende Mehrzahl aller
heute am Markt befindlichen Roboter hierzu gehort.

Zuerst stellt sich die Frage, wie die in Sinus- und Cosinusfunktionen auftretenden Gelenk-
variablen den Grad des Losungspolynoms beeinflussen. Hierzu greifen wir auf die auch in
der Integralrechnung benutzte Tangenssubstitution x=tan(d/2) zuriick. Mit den
Beziehungen

sin(d) = 2-tan(d/2) / (1+tan?(d/2)) = 2-x / (1+x2) und

cos(d) = (1-tan3(d/2)) / (1+tan?(d/2)) = (1-x?) / (1+x?)
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erhalten wir als Bestimmungsgleichungen Polynome in x. Offensichtlich ist jede
Rotationsvariable d Anlaf fiir einen quadratischen Term in x. Dies bedeutet, da3 eine
explizite Losung aus einem Polynom zweiten Grades nur dann existiert, wenn die
transzendente Bestimmungsgleichung genau eine noch unbestimmte Rotationsvariable d
enthilt.

Im folgenden betrachten wir alle mdglichen Formen transzendenter Bestimmungs-
gleichungen, die obiger Bedingung (nur eine Unbekannte) geniigen und geben dazu die
Losung an.

Eindeutige Losung:

Geg: sin(d;)=a und cos(d;)=b = d;=ATAN2(a,b)

Mehrdeutige Ldsungen:

a) Geg: sin(d;)=a und es existiert keine Gleichung cos(d;)=b

Es gilt: cos(d) ==/ 1-sin’(d)

= d. = ATAN2(a++/ 10 ); d, = ATAN2(a,-v/ 1-a°)

b) Geg: cos(d;)=a und es existiert keine Gleichung sin(d;)=b

Es gilt: sin(di) =+ 1-cos2(di)

= d. = ATAN2(++/ 1-a” ,2); d, = ATAN2(-v/ 1-a° ,a)

c) Geg: a-sin(d;)-b-cos(d;) = 0 mit a#0, b#0

sin(d.) b -b
r_>_"v _ . _ 1
@) 1 @ = d., = ATAN2(b,a); d.,=ATAN2(-b,-a)

Es gilt:

d) Geg: a'sin(d;)-b-cos(d;) = ¢ mit a#0, b#0, c#0

Mit der Substitution a = r-cos(@); b =rsin(p); r>0
gilt: =r\/a?+b> ¢ =ATAN2(b,a)
= cos(@)-sin(d;)-sin(p)-cos(d;) =c/r

sin(d;-¢) =c/r

cos(d:-) =4/ 1-c2/12



2.2 Grundlagen der Riickwirtsrechnung 11

d;; = ATAN2(c,+\a>+b%-c? )+ ATAN2(b,a)
dpp = ATAN2(c,\a2+b%-c2 )+ ATAN2(b,a)

Diese Bestimmungsgleichungen liefern Werte im Bereich d;; €]-m,3-n[

Diskussion der Ldsungen:

1. Falls ein Radikand negativ ist (moglich bei a), b), d) ), liegt eine unerreichbare
Zielvorgabe vor.

2. Die Fille a), b) und c) sind Spezialfille von Fall d). Bei der Durchfiihrung der
Berechnung hat dies jedoch einen unnétig hohen Rechenaufwand zur Folge.

3. Beim Auftreten mehrdeutiger Losungen ist es empfehlenswert, zu priifen, ob diese
Mehrdeutigkeit aufgrund der Gelenkkonstruktion plausibel ist. Haufig werden geeig-
nete Gleichungen tibersehen, was die Ursache fiir falsche Ergebnisse ist.

1. Beispiel: Die Gleichung sin(d;)=a impliziert zwei Moglichkeiten
a) Fir d; existieren wirklich zwei Losungen.

b) cos(d;)=b wurde {iibersehen; damit ist eine der zwei berechneten Losungen
falsch.

2. Beispiel:  Die Gleichungen cos(d;)-sin(d;)=0 und cos(d;)+sin(d;)=2a fithren zu
sin(d;)=a und cos(d;)=a, d.h. es existiert eine eindeutige Losung fiir d;.
Ubersieht man die Existenz einer der beiden Gleichungen, so fiihrt das zu
falschen Ergebnissen.

4. In den Radikanden der Losungsformeln stehen Ausdriicke, die Null werden kénnen
(Fall a, b und d). In diesen Féllen sind die Losungen fiir d;; und d;, identisch. Fall c
liefert immer zwei unterschiedliche Losungen.

2.2.4  Auswahl nichtredundanter Bestimmungsgleichungen

Analyse der Anzahl nichtredundanter Bestimmungsgleichungen

Da die Mehrzahl der Verfahren zur expliziten Losung Redundanz der kinematischen
Gleichung auf der Basis homogener 4x4-Matrizen entwickelt wurden, wird diese
Darstellungsform im folgenden verwendet.

Die kinematische Gleichung in Form einer homogene 4x4-Matrizengleichung liefert vier
triviale Einzelgleichungen der Form 0=0 bzw. 1=1 und 12 nichttriviale Einzelgleichungen

fi(vi,....vp)= Ziel; , 1 £1<3, 1 <j <4, n= Anzahl der Gelenke.

Da die ersten drei Spalten dieser Matrizen die drei Einheitsvektoren x, y und z eines karte-
sischen Rechtskoordinatensystems beschreiben, unterliegen diese Matrixelemente den
Orthonormalbedingungen:
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: S 0 falls i°]
;fki‘fkj = kz;Zlelki‘Zlelkj = 1Si,jS3

1 falls i=j

Aus dem einen Teil dieser Bedingung

fi;2 + £ + 3 = Zielj? + Ziely? + Ziely? = 1 fiir 1 <j<3
folgt, daB alle n-Tupel (vy,...,v,) aus R" zur Losungsmenge dieser Gleichung gehdren.

L; sei die Losung fur die Einzelgleichung fi=Ziel;; (bei festem j), 1 <1, j <3; k, 1, m seien
disjunkte Werte aus {1, 2, 3}; Ly | sei LiQeyev A, DLy 14 (dies gilt, weil f,=Ziel,; fir
Ly 14) bringt eine tber die Aufspaltung von Ly hinausgehende Bearbeitung der dritten
Spaltengleichung f.=Ziel,,; keine Einschrankung der Losung Ly}, und damit auch keine
Erkenntnis iiber die noch gesuchten Variablen. Die Aufspaltung von Ly trennt somit nur
die fiir die kinematische Gleichung korrekten Losungen Ly ;. (mit f,=Ziel,;) von den
fehlerhaften Losungen Ly, fur die wegen f=-Ziel,; ein Element der j-ten Spalte zur
Ungleichheit "[[(Z;*X;1)*TR # Ziel" fiihrt. Auf diese Weisen haben wir die ersten drei
redundanten Bestimmungsgleichungen ausgesondert.

Analog zur obigen Beweisfiihrung scheidet wegen des anderen Teils der Orthonormal-
bedingung

3 3
;fki-fkj - ;zmlki-zmlkj —0 181,j83 i<]

jeweils eine Matrixgleichung f;=Ziel;; fiir die Bestimmung der gesuchten Variablen aus,

sodall neben den drei Positionsgleichungen von den neun existierenden Orientierungs-
gleichungen nur drei zur Bestimmung der Variablen d; verwendet werden konnen.

Dieses Ergebnis deckt sich mit der in Kapitel 1.1 gemachten Aussage, dall ein im Raum
frei beweglicher Korper den Freiheitsgrad f=6 besitzt, und zeigt, da aus der
kinematischen kinematischeGleichung (in welcher Darstellungsform auch immer)
maximal sechs Gelenkvariable bestimmt werden kdnnen.

Daher konnen bei einem Roboter mit einem Getriebefreiheitsgrad F, der grofer ist als der
Freiheitsgrad f des Roboters, f Variable v; aus der kinematischen Gleichung berechnet
werden. Die Bestimmung der restlichen F-f Variablen muf3 mit Hilfe aufgabenspezifischer
Kriterien durchgefiihrt werden.

Auswahl der Bestimmungsgleichung

Ebenfalls auf die Orthonormalbedingungen wird die Beweisfithrung fiir den folgenden
Satz iiber die homogenen 4x4-Matrix M zuriickgefiihrt:
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Sind die Elemente M4, My, M3s, M3y, M3y, M33, My; und M3 einer homogenen
4x4-Matrix M bekannt und gilt |[M3;]#1, dann sind die restlichen 4 nichttrivialen Elemente
M, M5, M, und M,, eindeutig bestimmt durch:

M = (-M3;"M33- M3 - M3y Mp3) / (1-M33?)
M, = (-M3;M33-My3 + M3;-Mp3) / ((1-M35%)
M = (-M31"M33-My3 + M3-M3) / (1-M35%)
M, = (-M3pM33:My3 - M31-My3) / (1-M33%)
Beweis
Wegen |Mj;|#1 ist M 3#0 oder M,;#0. Sei M 5#0:
Mit der Orthogonalitétsbedingung M, M3+M5,My3+M;3,-M35=0 ergibt sich
My = (-Myp- Mz - M3y M33) / My,

Aus M;,*>+M,,>+M;,?=1 folgt nach Einsetzen von M;, und Anwendung der
quadratischen Losungsformel unter Verwendung der Gleichungen

M3 2+ M3;7+M33>=1 und M52+ My5*+M;3%=1:

M, = (-M3y M3 Myz = My "M3) / (1-M357)

Da die Matrix M ein Rechtskoordinatensystem beschreibt, mufl mit Xx=yxz gelten:
M3, =My Myz - MpyMy3

Diese Gleichung ist nur fiir die "-"-Variante in M,, erfiillbar!

Einsetzen von M,, in M;, und Anwenden der Gleichung M,32+M,;?>+M33>=1 bringt M,
in die gewiinschte Form.

Auf gleiche Weise werden M,; und My, unter Verwendung von M;,*+M,,>+M;,?=1 und
y=zxX hergeleitet.

Fiir M;3=0 und M,;#0 verlduft der Beweis analog!

Dieser Satz ist notwendig zum Nachweis, daf alle Einzelgleichungen der kinematischen
Matrixgleichung korrekt erfiillt sind, auch wenn zur Bestimmung der Losung nur die oben
genannte Teilmenge von Einzelgleichungen benutzt wurde. Die Auswahl der fiinf
Elemente M3, M3,, M33, M,3 und M;; aus dem 3x3-Orientierungsteil der Matrix M ist
dabei eine von mehreren Moglichkeiten. Allerdings erweist sich diese Wahl der dritten
Zeile und der dritten Spalte (z-Zeile und z-Spalte) im Zusammenhang mit den Denavit-
Hartenberg-Regeln fiir die Riickwértsrechnung als besonders giinstig, weil die z-Achse
des Gelenksystems S; die Bewegungsachse des jeweiligen Gelenks darstellt. Den Vorteil
dieser Wahl werden wir im néchsten Kapitel noch deutlich feststellen konnen.



