2.3 Ein Verfahren zur expliziten Lésung der
kinematischen Gleichung zweiten Grades

Wir haben bereits in Abschnitt 2.2.3 erldutert, warum die kinematische Gleichung zweiten
Grades eine besonders wichtige Bedeutung fiir die Riickwértsrechnung hat. Das hier ange-
gebene Verfahren [Heil 85] erlaubt fiir eine groBe Zahl von Roboterklassen Aussagen, mit
welchen Ansidtzen die kinematische Gleichung systematisch geldst werden kann. Diese
Ansiitze beruhen auf geometrischen Uberlegungen, die zu einer geeigneten Wahl der
Bezug- und Zielsysteme in der kinematischen Gleichung und damit zu einfachen
Bestimmungsgleichungen fiir die Gelenkvariablen fithren. In diesem Verfahren werden
zur Beschreibung der Gelenkstellungen homogene 4x4-Matrizen verwendet.

2.3.1 Charakterisierung der Robotergelenke

Eine  Grundvoraussetzung fiir die Entwicklung des folgenden expliziten
Losungsverfahrens ist die Zuordnung kinematischer Eigenschaften zu den jeweiligen
Gelenktypen. Ein heilit positionsédndernd, wenn das Zielsystem des zugrundegelegten
Ansatzes durch eine Gelenkbewegung in seiner Position, und
Robotergelenkorientierungsandernd, wenn es in seiner Orientierung verdndert wird.
Insbesondere das Attribut positionsdndernd ist bei Rotationsgelenken von der Wahl des
Zielsystems abhingig.

Allgemeines Translationsgelenk

Da die Translationsvariable t; nur auf der Position 3.4 in der zugehdrigen
Transformationsmatrix ~ Z; erscheint, tritt sie auch nach beliebig vielen
Matrixmultiplikationen mit anderen Transformationsmatrizen Z; und X; immer nur in der
vierten Spalte der Ergebnismatrix und nie multiplikativ verkniipft mit einer anderen
Translationsvariablen auf. Damit sind also Translationsgelenke immer positionsdndernd

und nie orientierungsidndernd.
Parallele Rotationsgelenke

Wie in Abschnitt 2.1.4 schon erwihnt, konnen die p Variablen von p aufgrund der mecha-
nischen Konstruktion parallelen Rotationsgelenken in der Matrix M zu einer einzigen
Variablen dp=d;#d;+... zusammengefalt werden. Der Orientierungsteil weist nur noch die
Variable dp auf. Somit haben bis auf das letzte Rotationsgelenk alle p-1 Gelenke ihre
orientierungsdndernde Wirkung verloren.

Mit 1;#0 besitzt aber jedes dieser p parallelen Rotationsgelenke noch einen positions-
dndernden Effekt; d.h.: die in der kinematischen Kette ersten p-1 parallelen Rotations-
gelenke sind nur positionsdndernd und das letzte Rotationsgelenk ist sowohl positions-
dndernd als auch orientierungsdndernd (beziiglich der positionsdndernden Eigenschaft ist
auch der ndchste Absatz zu beachten).
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Rotationsgelenk mit Drehachse im Ursprung des Zielsystems

Dieses Rotationsgelenk besitzt zwar eine orientierungsindernde Wirkung auf das Ziel-
system, jedoch keinen positionsdndernden Effekt, da eine Drehung um diese Gelenkachse
den Ursprung des Zielsystems nicht bewegt.

Allgemeines Rotationsgelenk

Ein allgemeines Rotationsgelenk, das nicht die Voraussetzungen der beiden vorigen
Absitze erfiillt, ist sowohl positionsédndernd als auch orientierungsdndernd. Dies 148t sich
leicht aus der Transformationsmatrix D;;,, erkennen, da die Gelenkvariable d; sowohl im
Orientierungs- als auch im Positionsteil der Matrix auftritt.

2.3.2  Orientierungsbetrachtung

Bei diesem Verfahren wird die Moglichkeit bei parallelen Rotationsgelenken ausgenutzt,
die Gelenkvariablen zusammenzufassen, so daBl nur das letzte Gelenk in der
kinematischen Kette sowohl positions- als auch orientierungsidndernd ist.

Fir Roboterkonstruktionen mit drei orientierungséindernden Gelenken kann immer eine
geschlossenen Losungsformel fiir diese drei Gelenkvariablen abgeleitet werden, indem ein
Ansatz zugrundegelegt wird, bei dem die z-Achse des Bezugsystems und die z-Achse des
Zielsystems mit jeweils einer Rotationsachse eines der drei orientierungsédndernden
Gelenken zusammenfallen. Die Variable des dritten orientierungséindernden Gelenks kann
dann explizit berechnet werden. In Abhéngigkeit von diesem Ergebnis lassen sich auch fiir
die anderen zwei Variablen geschlossene Losungen ermitteln .

Bezeichnen wir die Transformationsmatrizen der drei orientierungsidndernden Gelenke mit
Zr1*XR1 » Zro*Xpy und Zp3*Xgs, ohne dafl durch die Wahl der Indizes damit festgelegt
sein soll, daf} diese Gelenke in der kinematischen Kette unmittelbar aufeinander folgen.
Bezeichnen wir weiterhin mit A, B, C, D Produkte der restlichen Transformationsmatrizen
aus M, die keine Orientierungsdnderung bewirken. Dann kénnen wir die kinematische
Gleichung in folgender Form angeben:

AcZp *XR1*B*Zpy* Xg*CeZp3*Xp3*D =W

Der Ansatz

Zgy*Xpo*CoZps = (A*Zg*Xg *B) ' *We(Xp3°D)!

geniigt dann beispielsweise den im vorigen Absatz gestellten Forderungen.

Dies erlaubt iiber die Einzelgleichung 3.3 die Bestimmung der Variablen dy; , weil einer-
seits das Rotationsgelenk R2 aufgrund der Identitét von Rotationsachse zp, und z-Achse
des Bezugsystems die z-Werte des Zielsystems, d.h. die dritte Zeile der Matrixgleichung,
nicht veridndert. Andererseits verandert das Rotationsgelenk R3 aufgrund der Identitit von
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Rotationsachse zg; und z-Achse des Zielsystems den z-Vektor des Zielsystems , d.h. die
dritte Spalte der Matrixgleichung, nicht. Damit tritt in der Gleichung 3.3 weder die
Variable dp, noch die Variable dgy auf. Die Variable di; kann als einzige in 3.3
auftretende orientierungsidndernde Variable berechnet werden.

Formen wir den obigen Ansatz noch etwas um
Zpy*Xpy*CoZg3 = (Zg "X *B) ' *A T We(Xg;+D) !

und benutzen K als Abkiirzung fiir das Matrixprodukt A-'sWe(Xy;°D)!, dann hat die
Gleichung 3.3 folgendes Aussehen:

sin(otRy) Cp3 + cos(aRy) Cy3 =
= cos(dg) {B3K;3H(By3-cos(0g)-Bsssin(og ) Koz}
+sin(dgy)" {By3-Ko3-(Bys-cos(ag)-Bsz-sin(ag ) Kys}
+(Bys-sin(og)+Bs3-cos(og;)) Kss

Bei der Berechnung der Variablen dy; aus 3.3 konnen sich folgende drei Fille ergeben:
Fall 1: Die Variable dy; verschwindet aus 3.3, falls gleichzeitig gilt:

1. B3=0

2. Bjz-cos(agq)-Bsssin(ag)=0

In diesem Fall ist die Roboterkonstruktion global (orientierungs-)degeneriert, da die Rota-
tionsachse zp, parallel zur Rotationsachse Zp, ist und damit das Rotationsgelenk R1
keinen zusdtzlichen Orientierungsfreiheitsgrad bringt (vgl. Abschnitt 2.3.1). Mit den zwei
verbleibenden Orientierungsgelenken R2 und R3 14Bt sich aber nicht der wvolle
Orientierungsfreiheitsgrad drei erreichen.

Nachweis der Parallelitdt von zz; und zy,:
Die dritte Spalte des Matrizenprodukts Zp*Xg*B beschreibt die Orientierung der Achse
Zro» bezogen auf das System Sg. Fiir Srizg, gilt:

[ cos(dg;) -sin(dg;)) 0 0 7] 1 0 0 I Bis 7]
< sin(dg;) cos(dg;) 0 O 0 cos(ogy) -sin(og;) O B,;
T 0 0 1 hg, . 0 sin(ag;) cos(og;) O . Bs;
0 0 0 1 4 L0 0 0 1 4L 0
[ cos(dg;) -sin(dg)) 0 0 7| - B; N
sin(dg;) cos(dg;) 0 0 B3-cos(ag)-Bsssin(ogy)
- 0 0 1 hgy . By3-sin(og ) +Bs3-cos(og ;)
L0 o o 1dL 0 =
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Mit den Voraussetzungen von Fall 1 und unter Riickgriff auf die Normiertheit der dritten
Spalte von B 148t sich die Spaltenbeschreibung von zp, weiter vereinfachen zu

[ cos(dgy) -sin(dgy)) 0 O 7| [ 0 7] [ 0 7
sin(dg;) cos(dg;) 0 O 0 0
SRIZRZZ ° =
0 0 1 hg +1] +1]
0 0 o 1 4L 04 L 04

Dies zeigt, daB3 zy, parallel zur Achse zp ist.

Fall 2: Sei a = B,;-cos(ag;) - B33-sin(og;), dann verschwindet die Variable dg; aus 3.3,
falls gleichzeitig gilt:

1. Bj3Kizta-Ky3=0

2. Bj3Kyz-aK3=0

3. die Bedingungen von Fall 1 sind nicht erfiillt, d.h. a#0 oder B5#0.
Geometrische Interpretation der Bedingungen:

Aus den obigen Bedingungen folgt K;3=0 und K,3=0 und damit K;;==*1.

Die dritte Spalte von Zp;*Xg *B*Zr,*Xp,*C*Zyr; beschreibt die Achse zy; in Bezug zum
System SRI und aus dem Ansatz ZRI'XRI'B°ZR2°XR2°C°ZR3 = K ist mit K13:O, K23:0
und K;;=+1 ersichtlich, da3 die Achse zp5 parallel zur Achse zy; ist.

Da wegen der Parallelitit der Rotationsachsen Zp; und Zp; eine Reduktionsstellung
vorliegt, ist die Variable dg; beliebig wéhlbar, sofern der verbleibende Teil der
Einzelgleichung 3.3

sin(otg,) Cyz + cos(ar,) Cs3 = £(Bys-sin(og ) +Bs3-cos(agy)) (jetzt ohne Variablen!)

fiir den vorgegebenen Zielwert W korrekt erfiillt ist (Beweis siehe [Heil3 85]); andernfalls
ist die gewiinschte Orientierung nicht einstellbar, d.h. die Zielstellung W ist
Effektorstellungunerreichbar.

Es 148t sich zeigen [Hei3 85], dall bei Robotern, die drei aufgrund der mechanischen Kon-
struktion Rotationsgelenke besitzen (zg; senkrecht zu zp, , Zp, senkrecht zu zg;), die
Gleichung 3.3 immer korrekt erfiillt ist. Damit kann jede gewiinschte Orientierung des
Effektors erreicht werden, wobei natiirlich unzuléssige Stellungen ausgenommen sind.

Der Fall 2 unterscheidet sich mechanisch gesehen von Fall 1 dadurch, dal nichtbenach-
barte Orientierungsgelenke zueinander parallel sind im Gegensatz zu den benachbarten
Orientierungsgelenken R1 und R2 in Fall 1.

Fall 3: 1In 3.3 ist entweder der Faktor von cos(dgr;) oder der Faktor von sin(dg;) ungleich
Null. In diesem Fall erhalten wir zwei Losungen fiir dy; entsprechend der in Abschnitt
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2.2.3 angegebenen Formeln. Ein negativer Radikand bei der Berechnung von dg; zeigt,
daB die in der Zielstellung W angegebene Orientierung fiir die vorliegende
Roboterkonstruktion Effektorstellungunerreichbar ist. Analog zu Fall 2 wird durch
orthogonale Orientierungsgelenke die Erreichbarkeit aller moglichen Orientierungen
garantiert.

Berechnung der Variablen dg, und dgs

Mit vorgegebenem dp;-Wert konnen aus den beiden Gleichungen 1.3 und 2.3 folgende
Bestimmungsgleichungen fiir dg, ermittelt werden:

sin(dg,)=a  cos(dgy) =b
Damit erhalten wir eine Losung fiir dy,:
dR2 = ATANZ(a,b)

Die Situation, dal simtliche dp,-Terme aus den Gleichungen 1.3 und 2.3 verschwinden,
kann nur bei Parallelitdt der Achsen zp, und zg5 auftreten. Dies entspricht einer globalen
(Orientierungs-) Degeneration.

Ebenso erhalten wir aus den Gleichungen 3.1 und 3.2 folgende Bestimmungsgleichungen
fiir dps:

sin(dgz) =c  cos(dg3) =d
Damit ergibt sich als Losung fiir dgs:

dps = ATAN2(c,d)

Anmerkung zur Korrektheit der Losung fir dg, und dgs

Ist die Gleichung 3.3 korrekt erfiillt, dann sind die aus 1.3 und 2.3 bzw. 3.1 und 3.2
berechneten Losung fiir dg, bzw. dgp; ebenfalls korrekt (vgl. [Heifl 85]). Es geniigt also bei
der Bestimmung der Orientierungsvariablen die Analyse der ersten aus 3.3 zu
ermittelnden Variablen dg; , um Aussagen iiber Degeneration, Reduktion oder Unerreich-
barkeit treffen zu konnen.

AbschlieBend muB3 noch gezeigt werden, dal mit den ermittelten Ldsungen fiir die
Orientierungsvariablen dg; , dg, und dgs alle 9 Orientierungsgleichungen des zugrunde-
liegenden Ansatzes erfiillt sind. Dieser Nachweis wird unter Riickgriff auf den Satz iiber
die vollstindige Bestimmtheit einer homogenen 4x4-Matrix erbracht:

Die Gleichungen 1.3, 2.3, 3.3, 3.1 und 3.2 sind fiir alle nichtdegenerierten Roboter und
alle erreichbaren Zielstellungen W korrekt erfiillt, da aus diesen Gleichungen die
Variablen dg;, dg, und dg3 berechnet wurden. Um den Satz anwenden und damit die
korrekte Erfiillung aller 9 Orientierungsgleichungen nachweisen zu kénnen, muf} lediglich
noch gezeigt werden, daf3 |3.3links|#1 bzw. |3.3rechts|#1 gilt.
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Die Widerspruchsannahme |3.3links|=|3.3rechts|=1 entspricht einer globalen , da in diesem
Fall zg, parallel zu zp; ist. Damit sind alle neun Orientierungsgleichungen mit dg;, dgr,
und dp; korrekt erfiillt.

Berechnung der restlichen Variablen

Die Berechnung der restlichen Variablen erfolgt mit Hilfe der in den beiden folgenden
Abschnitten beschriebenen Verfahren. Hierbei werden die {iibriggebliebenen Einzel-
gleichungen 1.4, 2.4 und 3.4 benutzt, was einer Betrachtung der Positionsspalte entspricht.

Bemerkung zur Degeneration und Reduktion:

Wihrend eine Degeneration gewisse Stellungen im Arbeitsraum von der Erreichbarkeit
durch den Roboter ausschlieft, ist dies bei Reduktionsstellungen keineswegs der Fall. Da
unterschiedliche Konsequenzen aus dem Vorliegen einer (auch lokalen) Degeneration und
dem Auftreten einer Reduktionsstellung gezogen werden miissen, kommt der Unter-
scheidung zwischen Degeneration und Reduktion eine erhebliche Bedeutung zu. Deshalb
werden im folgenden ihre Erscheinungsformen zusammengestellt und am Beispiel der
Orientierungsbetrachtung erldutert.

Die allgemeine Form einer Bestimmungsgleichung lautet a-sin(d)-b-cos(d)=c fiir eine
Rotationsvariable d (im Beispiel: dg;) und a-t>+b-t=c fiir eine Translationsvariable t. Gilt
nun in Abhéngigkeit von einer vorgegebenen Zielstellung — genauer gesagt abhéngig von
einer Teilmenge M; der numerischen Werte W der Zielstellung bzw. der schon
berechneten Gelenkvariablen vy —

a(wy,...,w,,)=0 und b(wy,...,w,,)=0, W1€M1={...,Wij,...,Vk,...}, 1<I<m

dann verschwindet die zu berechnende Gelenkvariable v aus der Bestimmungsgleichung.
Folgende Félle miissen hierbei unterschieden werden:

1. Reduktionsstellung:

c ist konstant oder nur von w,eM, M Teilmenge von M,, abhingig und es gilt:
c(...,Wg,...)=0.

Damit ist diese Bestimmungsgleichung auch beim Verschwinden der Variablen v
korrekt erfiillt; verschwindet wegen a#0 oder b#0 die Variable v nicht, dann existiert
eine Losung fiir die Gelenkvariable v, die sicherstellt, da3 die Bestimmungsgleichung
korrekt erfiillt ist.

2. Unerreichbare :

c ist konstant oder nur von w,eM, M Teilmenge von M,, abhingig und es gilt:
c(...,Wg,...)#0.

Damit ist die Bestimmungsgleichung fiir die durch w;eM, definierte Reduktions-
stellung nicht korrekt erfiillt (Unerreichbarkeitskriterium).
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Eine unerreichbare Reduktionsstellung liegt auch dann vor, wenn ¢ neben w.eM
noch von weiteren numerischen Werten W .M, oder schon berechneten Gelenk-
variablen vj¢ M, abhidngt, aber flr alle moglichen Werte von W, und v, gilt:

Clev s Wesew s Wippoe o o5 Vpo- - )#0.

Bei der Berechnung der Variablen dy; in der Orientierungsbetrachtung wurde Fall 2
als Reduktionsstellung bezeichnet. Mit den Bedingungen 1, 2 und 3 von Fall 2 14t
sich jedoch zeigen, daBl K;;=K,5;=0 ist und damit wegen der Orthonormalitit K;;=+1
sein muf3. Je nachdem, ob der konstante, verbleibende Teil

sin(0lgy)*Cyz + cos(ary) Cs3FB, 5 sin(ag ) FB33-cos(ag )

der Einzelgleichung 3.3 gleich Null oder ungleich Null ist, handelt es sich um eine
erreichbare oder unerreichbare Reduktionsstellung.

3. Lokale:

(..o Weyoo s Wi, .5Vp,...) héingt von weiteren numerischen Werten W M, oder
Gelenkvariablen v;¢M; ab und die Bestimmungsgleichung kann mit bestimmten
Werten fiir W, bzw. v, korrekt und mit anderen Werten fiir W, bzw. v; nicht
korrekt erfiillt werden (Unterschied zu 2.). Damit konnen aber bestimmte Stellungen
vom Roboter erreicht werden, andere dagegen nicht, und das bedeutet Freiheitsgrad
<6.

4. Globale:

In diesem Fall sind a und b unabhdngig von Wj; und v, konstant gleich Null. Der
Faktor ¢ mufl dann entweder gleich Null sein (triviale Gleichung) oder aber ¢ muf}
abhéngig von numerischen Werten W;; bzw. von schon berechneten Gelenkvariablen
vk zu Null gemacht werden konnen. Dies ist immer moglich, da fiir jeden Roboter
zumindest eine Stellung existiert, fiir die die kinematische Grundgleichung korrekt
erfiillt ist. Im zweiten Fall ist der Freiheitsgrad des Roboters f < 6.

Im Beispiel der Orientierungsbetrachtung ist Fall 1 als globale Degeneration
ausgewiesen worden. a und b sind nach Bedingung 1 und 2 konstant Null und es muf}
nur noch gezeigt werden, dal3 ¢ abhingig von verschiedenen Zielvorgaben Null und
ungleich Null wird. Da K55 der einzige von der Zielstellung beeinflufite Term in c ist,
darf der Faktor "B,s'sin(oy;)+Bsz-cos(agy)" nicht verschwinden. Anhand der
Bedingungen 1 und 2 und der Orthonormiertheitsbedingung fiir B3, B,; und Bs5 a3t
sich dies zeigen.

An dieser Stelle wird deutlich, dal} es fiir Orientierungsgelenke keine lokale, sondern nur
eine globale Orientierungsdegeneration gibt. Daneben kann lediglich aufgrund der
Parallelitit zweier nicht benachbarter Orientierungsgelenke eine Reduktionsstellung
auftreten.
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2.3.3 Positionswertbetrachtung

Dieses Verfahren fiihrt immer dann zu einer geschlossenen Losungsformel fiir eine
Gelenkvariable v;,, wenn bis auf ein Gelenk P alle anderen Robotergelenke durch ihre
Bewegung das Zielsystem nur in einer Ebene verédndern.

Da Rotationsachsen, die durch den Ursprung des Zielsystems laufen, nur die Orientierung,
jedoch nicht die Position des Zielsystems verdndern, kommt dem im Ansatz zugrunde-
gelegten Zielsystem entscheidende Bedeutung zu. So kann z.B. bei drei sich schneidenden
Rotationsgelenkachsen durch die Wahl dieses Schnittpunktes als Ursprung des Ziel-
systems der EinfluB3 dieser drei Gelenke — die durchaus den Effektor in seiner Position
verdndern diirfen — auf den Bewegungsraum des Zielsystems eliminiert werden.

Fiir nichtdegenerierte Roboter, d.h. fiir Roboter mit dem Freiheitsgrad f=6 , kann die obige
Bedingung, daB3 sich das Zielsystem nur in einer Ebene verdndern darf, nur eingehalten
werden, wenn vorher mit Hilfe der Orientierungsbetrachtung schon drei
Rotationsvariablen bestimmt wurden bzw. wenn zwei oder drei sich schneidende
Rotationsgelenkachsen existieren. Alle beziiglich des zugrundegelegten Zielsystems
positionsdndernden, noch nicht festgelegten Rotationsgelenke # P miissen ndmlich
zueinander parallele Achsen besitzen und alle Translationsgelenke # P miissen senkrecht
zu diesen parallelen Rotationsgelenkachsen verlaufen; nur dann existiert solch eine
geforderte Bewegungsebene. Da aber mehr als drei Gelenke, die sich in parallelen Ebenen
bewegen, genauso zur Degeneration filhren wie mehr als drei sich aufgrund der
mechanischen Konstruktion in einem Punkt schneidende Rotationsgelenke, diirfen
mindestens zwei der sechs Robotergelenke keine positionsdndernden Gelenke sein. Dies
ist nur méglich, wenn sich zwei Rotationsachsen in einem Punkt schneiden. Dieser Punkt
mulB als Ursprung des Zielsystems gewahlt werden.

Wird nun das Bezugsystem so gewéhlt, dal3 eine seiner Achsen senkrecht zu dieser Bewe-
gungsebene verlduft, so kann die Gelenkvariable v, aus der Position beziiglich dieser
Bezugsystemachse explizit berechnet werden. Als Sonderfdlle miissen auch hier lokale
Degeneration, Reduktion und unerreichbare Zielstellung untersucht werden.

1. Reduktionsstellung:

Eine Reduktionsstellung liegt genau dann vor, wenn der Ursprung des Zielsystems
(bei voller dreidimensionaler Beweglichkeit) auf der Rotationsachse einer noch zu
bestimmenden Rotationsvariablen liegt. In diesem Fall kann nédmlich dieses Gelenk
jede beliebige Stellung einnehmen, ohne dadurch eine Positionsdnderung des
Zielsystems zu verursachen.

2. Unerreichbare Stellungen:

Eine unerreichbare Zielstellung liegt beim Auftreten eines negativen Radikanden vor
oder wenn die Bestimmungsgleichung fiir eine Reduktionsstellung nicht korrekt
erfiillt ist.
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3. Degeneration:

In allen anderen Féillen, in denen die Gelenkvariable Vv, aus der betrachteten
Positionsgleichung verschwindet, handelt es sich um eine Degeneration.

Gelingt es, mit Hilfe des Positionswertverfahrens eine Variable zu bestimmen, verringert
sich die Komplexitit der kinematischen Gleichung so erheblich, dal3 fiir simtliche noch
unbekannte Variablen mit einem der hier beschriebenen Ansitze geschlossene Losungen
gefunden werden konnen.

Auch Roboter mit einem Getriebefreiheitsgrad F>6 konnen im Rahmen der Positionswert-
betrachtung behandelt werden, wenn fiir alle moglichen Werte der vorher festgelegten F-6
Gelenkvariablen sichergestellt ist, da3 das Zielsystem nur in einer Ebene veridndert wird.

2.3.4 Abstandsbetrachtung

Dieses Verfahren basiert neben der Aussage aus Abschnitt 2.3.3 zur Positionsinvarianz
von Rotationsgelenken auf der Erkenntnis, dal Rotationsgelenkachsen, die durch den
Ursprung des Bezugsystems laufen, zwar die Position, nicht jedoch den Abstand des
Ursprungs des Zielsystems vom Ursprung des Bezugsystems verdndern. Insofern liefern
(nichtdegenerierte) Roboterkonstruktionen mit sechs Gelenken, von denen sich zwei bzw.
drei disjunkte Rotationsgelenkachsen aufgrund der mechanischen Konstruktion in den
Punkten 2S bzw. 3S schneiden, eine Mdoglichkeit zur expliziten Bestimmung der sechsten
nicht an den Schnittpunkten 2S und 3S beteiligten Gelenkvariablen. Dazu wird der
Ursprung des Bezugsystems und des Zielsystems der kinematischen Gleichung in den
Schnittpunkt 2S bzw. 3S gelegt. Aus diesem Ansatz der kinematischen Gleichung M'=W'
wird als Bestimmungsgleichung fiir die nicht an den Schnittpunkten beteiligte
Gelenkvariable der Abstand zwischen Bezug- und Zielsystem berechnet:

\/M'142+M'242+M'342 = \/W‘142+W'242+W'342 bzw. einfacher
M' | 2AM 24 M2 = W24+ WH, 4 W52 (Abstandsgleichung)

In dieser Gleichung verschwinden alle Variablen der an den Schnittpunkten beteiligten
fiinf Gelenke und es kann eine Losung fiir die gesuchte Gelenkvariable abgeleitet werden.

Fiir die restlichen fiinf Variablen werden dann die Losungen mit Hilfe der Positionswert-
betrachtung und der Orientierungsbetrachtung ermittelt.

Die Beschrinkung auf sechs Gelenke kann durch folgende Uberlegung fallengelassen
werden:

Besitzt ein Roboter F>6 Gelenke, dann miissen F-6 Gelenkeinstellungen aus anderen
Vorgaben als der der Zielstellung des Effektors bestimmt werden. Verletzen nun diese F-6
Gelenke in ithrem gesamten Bewegungsbereich die fiir die verbleibenden sechs Gelenke
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geforderten Konstruktionsvoraussetzungen nicht, dann konnen diese F-6 Gelenkvariablen
wie Konstanten behandelt werden und auf die restlichen sechs Gelenkvariablen kann die
Abstandsbetrachtung angewandt werden. Dies bedeutet konkret, daB eines der F-6
iiberzdhligen Gelenke, sofern es sich in der kinematischen Kette zwischen zwei an einem
Schnittpunkt 2S bzw. 3S beteiligten Gelenken befindet, durch sein Bewegungsverhalten
kein anderes Gelenk aus diesem Schnittpunkt herausbewegen darf.

Ist nach der Anwendung von Positionswert- und Abstandsbetrachtung die dritte aus der
Positionsspalte der homogenen 4x4-Matrix zu bestimmende Variable eine
Rotationsvariable, so kann die Losung aus zwei verschiedenen Gleichungen immer
eindeutig und korrekt ermittelt werden; dies zeigt der folgende Satz:

Satz: Bestimmung einer Rotationsvariablen aus der Positionsspalte

Sind nach erfolgreicher Positions- und Abstandsbetrachtung anhand der kinematischen
Gleichung R(z,x)*X =Y die beiden Gleichungen

3.4: X34 = Y34 und
1 42+242+3 42 X142+X242+X342 = Y142+Y242+Y342

erfiillt, dann ist die Rotationsgelenkvariable x aus 1.4 und 2.4 eindeutig und korrekt
berechenbar:

X=ATAN2(X14Y24-X04Y 145 X14Y 141X04'Y24)

Gilt auBerdem X,,=0 und X,,=0, dann sind die Gleichungen 1.4 und 2.4 auch fiir beliebig
wihlbares x immer erfiillt. In diesem Fall handelt es sich um eine erreichbare fir die
Variable x.

Beweis
Die kinematische Gleichung liefert folgende Einzelgleichungen:

1.4: COS(X)'X14 - Sin(X)'X24 = Y14
2.4: Sin(X)'X14 + COS(X)'X24 = Y24

Hieraus ergibt sich:

sin(x) = (X4 Y24-Xo4Y 14)/(X 157X 24)
c08(x) = (X14'Y 147 X04 Y 24)/(X147+X247)

oder abgekiirzt: sin(x) =a; cos(x)=Db

Da sin(x)+cos(x)=1 definitionsgemifB gegeben ist, muB auch a2+b?=1 gelten; andernfalls
existiert keine Losung fiir die Rotationsgelenkvariable x, die beide Gleichungen 1.4 und
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2.4 korrekt erfiillt. Zum Nachweis von a’+b?=1 quadrieren und addieren wir die obigen
Bestimmungsgleichungen von sin(x) und cos(x):

sin(x)+cos*(x) = (Y 147+Y 242) (X142 X0 (X474 X04%)°
Da aus 1.42+2.42+3.42 und 3.4 folgt

X142 X04? = Y 1454047

ist der Beweis fiir X, ,2+X,,2#0 erbracht.

Im Fall X142+X242:0 gllt mit X142+X242 = Y142+Y242 = 0, dal} sowohl Y14:O als auch
Y,,4=0 sein muf. Damit sind Gleichung 1.4 und 2.4 auch fiir diesen Fall korrekt erfiillt.

Falls X;,4#0 oder X,,#0 ist, erhalten wir die Losung
X = ATAN2(X 4 Y4-X54Y 14, X14Y 147X54Y3)

Falls X;4,=X,4=0, ist x beliebig wahlbar (Reduktionsstellung).

2.3.5 Distanzbetrachtung

Dieses Verfahren ist aus einem Losungsansatz mit Polynomen vom Grad vier durch
Einschrankung der zugrundeliegenden Roboterklasse hervorgegangen; Ideen und
Anregungen dazu kamen u.a. aus [Hiller 86], [Waldhauser 87] und [Yang 69] und
basierten im wesentlichen darauf, dafl durch die Gelenkbewegung zweier Rotationsachsen
die Distanz zwischen diesen Achsen nicht beeinfluft wird. Existieren in der
Roboterkonstruktion zwei weitere, zu je einer der Rotationsachsen parallele
Translationsachsen, so verdndern auch die Translationsvariablen die Distanz zwischen den
Rotationsachsen nicht. Daher treten in der Distanzgleichung dieses Roboters nur die zwei
restlichen Gelenkvariablen auf und es bleibt zu untersuchen, welche zusitzlichen
Bedingungen die Roboterkonstruktion erfiillen muf3, damit diese zwei Variablen in
expliziter, quadratischen Form berechnet werden kdnnen.

Da die Roboterkonstruktion mit drei Translationsgelenken schon bei der Orientierungs-
betrachtung erfalt werden, bleiben sie hier unberiicksichtigt. Mit der Distanzbetrachtung
kann eine quadratische Losung immer dann gefunden werden, wenn zwischen den zu den
beiden Translationsachsen parallelen Rotationsachsen genau ein weiteres Rotationsgelenk
existiert, das keinen Versatz entlang der Rotationsachse aufweist (h=0).

Seien diese beiden Rotationsgelenke mit C; und C;, das zwischenliegende
Rotationsgelenk mit R, (=d,, 0, 1,, a,) und das vierte Rotationsgelenk mit R, bezeichnet.
Werden nun Bezug- und Zielsystem jeweils in das Koordinatensystem der Gelenke C; und
C; gelegt, so liefern die Einzelgleichungen 3.3 und 1.4-2.3-2.4-1.3 (Distanzgleichung)
zwei Gleichungen fiir cos(d,), deren rechte Seiten noch die Terme sin(d4) und cos(d,)
enthalten. Gleichsetzen der beiden rechten Seiten ergibt dann eine Gleichung, aus der die
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Variable d, des Rotationsgelenks R, explizit quadratisch berechnet werden kann. Falls die
Gelenkachse von R, senkrecht auf beiden Gelenkachsen von C; und C; steht, geniigt
sogar die Gleichung 1.4-2.3-2.4-1.3 alleine zur Berechnung der Variablen d,. Im Abschnitt
2.4.2 wird im Zusammenhang mit Verfahren zur expliziten Losung der kinematischen
Gleichung mit Grad vier auch auf eine Obermenge dieser Roboterklasse eingegangen und
dort sind die hier erwdhnten Gleichungen aufgelistet.

Nach der Berechnung der Variablen d, kdnnen die restlichen drei Rotationsvariablen d;,
d, und d; mit Hilfe der Orientierungsbetrachtung ermittelt werden und zum Schluf} lassen
sich die beiden Translationsvariablen aus einem linearen System berechnen. Dabei ist
allerdings zu beachten, daB3 bei dieser Roboterklasse eine lokale Degeneration bei der
Ermittlung der Translationsvariablen existieren kann.

2.3.6  Anwendung der Positionswertbetrachtung auf den
ASEA-IR B6

Da der ASEA-IR B6 mit Knickhand die Voraussetzungen fiir die Anwendung der
Positionswertbetrachtung erfiillt, benutzen wir nicht die in Abschnitt 2.1.6 berechnete
Matrix M und die zugehorige kinematische Gleichung, sondern es wird als erstes aus der

vorgegebenen Zielstellung Z des Effektors die fiir das Verfahren besser geeignete
Zielmatrix W = Z+(T(z¢,-L¢)*X7*TR)! gebildet.

Der Ansatz D, 3+ D34 DyseZs=Djy! e We (Xq* R(Z5,dg))! erméglicht aus 3.4 eine
Bestimmung der Variablen d; (Positionswertbetrachtung) und — mit berechnetem d; — aus
3.3 eine Bestimmung der Variablen dg (Orientierungsbetrachtung).

3.4: 0= W14'Sil’l(d1) - W24'COS(d1)
Damit wird

dj, = ATAN2(W,4,Wy4)  djp = ATAN2(-Wp4,-Wyy)

Eine Reduktionsstellung fiir d; liegt vor, falls W;,=0 und W,,=0; d.h. der Ursprung des
Zielsystems W liegt auf der Achse z; und ist daher positionsinvariant gegen Drehungen
des Gelenks 1. Die Positionsinvarianz ist in diesem Fall ausreichend, da bei dieser
Roboterkonstruktion die Orientierungsdnderung, die durch ein beliebig gewihltes d,;
hervorgerufen wird, durch die letzten zwei Orientierungsgelenke ausgeglichen werden
kann, ohne dabei das Zielsystem W von seiner Position auf der Achse zu entfernen. Diese
geometrische Argumentation nimmt sehr stark Bezug auf die vorliegende
Roboterkonstruktion; ein allgemeines Interpretationsprinzip 148t sich daraus nicht
ableiten. Damit zeigt sich der Vorteil der von uns gewéhlten abstrakten Definition fiir das
Vorliegen einer Reduktionsstellung (vgl. Ende Abschnitt 2.3.2: ¢(...,w,,...)=0).
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3.3: 0 =sin(dg)-cos(k) {cos(d;) W,;-sin(d;)-W;}
+ cos(dg)-cos(k)-{cos(d;) Wy,-sin(d;)- W, }
+ Sln(k) {sin(dl)'WB-COS(dl)'W23}

Eine globale liegt fiir k=(n+0,5)'w, n€ {0,1,2,...}, vor. Da W53 und W,; beliebige Werte
annehmen konnen, ist das Verschwinden des Faktors {sin(d;)-W5-cos(d;)-W,3} nicht
garantiert. Damit ist 3.3 nicht korrekt erfiillt.

Eine Reduktionsstellung entsteht, wenn beide Faktoren von sin(dg) und cos(dg) gleich
Null sind und der Restterm konstant und von der Zielstellung unabhingig ist; dies ist nur
fir k=n'm, ne{0,1,2,...}, und cos(d;)-W,;=sin(d;)W;; und cos(d;)-W,,=sin(d;)- Wy,
moglich.

Unerreichbare (Orientierungs-)en treten flir k#n'w, ne {0,1,2,...}, auf und werden durch
einen negativen Radikanden in der Losungsformel sichtbar.

Ist die Berechnung von dg nicht an einer unerreichbaren Stellung bzw. an einer Degenera-
tion gescheitert, dann kann aus 1.3 und 2.3 bzw. aus 3.1 und 3.2 eindeutig die (korrekte)
Variable d bzw. d5 bestimmt werden:

dy = ATAN2( sin(d;)- {cos(k)-(sin(dg) W, +cos(dg) - W,,)-sin(k)-W,3}
+cos(d;)- {cos(k)-(sin(dg)- W +cos(dg)W,)-sin(k)-W 5} ,
-cos(k)- {sin(dg)- W3 +cos(dg) W3, t+sin(k) W53 )

ds = ATAN2( sin(d;)- {sin(dg)-W,-cos(dg)- W}
-cos(d;)- {sin(dg)-Wyy-cos(dg)- W}
-sin(d,)- {sin(k)-(sin(dg) W 1 +c0s(dg) W ) +cos(k) W 5}
+cos(d))- {sin(k)-(sin(dg) W, ;+cos(dg) W,y )+cos(k) Wy} )

Hinsichtlich der Berechnung der Variablen d, sei auf die in Abschnitt 2.1.6 erlduterte Sub-
stitution der Gelenkvariablen d; und d4 durch ds-d, und d4-d; verwiesen.

Um die noch unbestimmten Variablen d, und d; berechnen zu kénnen, muf3 — nach schon
erfolgter Anwendung der Positionswert- und Orientierungsbetrachtung — auf die
Abstandsbetrachtung zuriickgegriffen werden (Distanzbetrachtung kommt nur bei zwei
Translationsgelenken in Frage). Hier zeigt sich ein Vorteil der streng formalen
Vorgehensweise bei der Losung der kinematischen Gleichung; diese Methodik vereinfacht
die Suche nach moglichen Losungswegen und unterstiitzt das Vorhaben, die Berechnung
der Gelenkvariablen weitgehend rechnergestiitzt und automatisch ablaufen zu lassen.

In diesem fortgeschrittenen Stadium der Gelenkwinkelberechnung bieten sich mehrere
mogliche Ansdtze zur Abstandsbetrachtung, insbesondere dann, wenn die durch die
Berechnung von d;, d4, ds und dg giiltigen Beziehungen in die Ansidtze mit eingebracht
werden. Diese Strategie fiihrt auch zu einer deutlichen Reduzierung der Komplexitét der
Losungsformeln fiir d, und dj.
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In unserem Beispiel ist durch die schon verwendeten Einzelgleichungen 3.4, 3.3, 1.3, 2.3,
3.1 und 3.2 und durch den Riickgriff auf den Satz iiber die vollstindige Bestimmtheit einer
homogenen 4x4- Matrix folgende Aquivalenz fiir die rechte Seite unseres Ansatzes
gegeben:

Dy, e W e (Xg* R(z6,dg)) ! =

[ cos(dy)-cos(ds) -cos(dy)sin(ds) -sin(dg)  Wiycos(d))+W,ysin(d)) ]
sin(d,)-cos(ds)  -sin(dy)-cos(ds)  cos(dy) Wiy
) -sin(ds) -cos(ds) 0 0
| 0 0 0 1 -

Sei die Matrix auf der rechten Seite dieser Aquivalenz bezeichnet mit A, dann sind z.B.
folgende Ansitze fiir die Abstandsbetrachtung geeignet:

Dy3+Z3=A*(X;*Dys5°Zs)" {Berechnung von ds}
Dy3°D34°Dy5°R(z5,ds) = A T(z5,-Ly)"'  {Berechnung von d;-d,}
D34 DysR(z5,ds) =Dy3' e A T(zs,-Lyy)!  {Berechnung von d,}

Der bisher fiir die Positionswert- und Orientierungsbetrachtung verwendete Ansatz ist fiir
die Abstandsbetrachtung nicht geeignet; denn wegen der statischen Gelenk G; und Gy
wird der Abstand zwischen dem Bezugsystem S, und dem Zielsystem Sy, von den (noch
unbestimmten) Gelenkvariablen d;-d, und d4-d; bzw. nach Zusammenfassen der
Variablen paralleler Gelenke von d, und d; beeinflufit.

Die Komplexitdt der aus den oben angefiihrten Ansétzen ableitbaren Formeln fiir d, und
ds ist nur geringfiigig verschieden, wir verwenden im weiteren den Ansatz

) Dy3°Z3=A<(X4°Dys°Zs)!

II1.4: Li-cos(dy) = -L,-cos(d;) - Lyysin(dy) + Wy4-cos(d;) + Wyysin(dy)
[12.4: L;-sin(dy) = -L,-sin(d;) + Lyrcos(dy) + Wiy

113.4: 0 = 0.

Die Abstandsbetrachtung I111.42 + 112.42 + 113.42 liefert die Gleichung

L2 = {Wyycos(d))+Woysin(d))}? + Wa,? + Ly + Ly?

-2-sin(dy) Ly {W4-cos(d;)+W,ysin(d;) } +2-cos(dy) Ly W3y

-2-sin(d;) Ly {W34tLy-cos(dy)}

-2:cos(d3)- Ly {Wy4-cos(d;)+W,ysin(d;)-Lygsin(dy)}
und daraus kann die Variable d; berechnet werden; wird der Radikand negativ, so ist die
Zielstellung .
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Aus I11.4 und 112.4 folgt (bei positivem L,):
d2 = ATAN2(W34-L2'Sin(d3)+LH'COS(d4) ,
W 4-cos(dy)+W,y-sin(dy)-Ly-cos(ds)-Lyysin(dy) ).

Da verschiedene Ansitze fiir die Positionswert- und Abstandsbetrachtung herangezogen
wurden, kann der im Abschnitt 2.3.4 angefiihrte Satz nicht zur Berechnung von d,
verwendet werden; die Existenz des statischen Gelenks G; und das damit verbundene
Auftreten der Gelenkvariablen d, in zwei Ubergangsmatrizen D; ;s verhindert eine
Anwendung des Satzes. Mit L;#0 existiert immer eine Mdglichkeit, d, zu berechnen, d.h.
keine Reduktion oder Degeneration fiir d,, und die Korrektheit der beiden Gleichungen
sin(d,)=a und cos(d,)=b, d.h. a?>+b?=1, ist durch die Abstandsbetrachtung gesichert.

In der Abstandsbetrachtung kann {W,,-cos(d,)+W,4sin(d,)}? zu W,,>+W,,? vereinfacht
werden; dazu wird auf die Gleichung 3.4: 0 = Wy4-sin(d;) - Wy4-cos(d;) zuriickgegriffen.
Das gleiche Resultat ergibt sich, wenn bei der Vereinfachung der Matrix A die Gleichung
3.4 nicht berticksichtigt wird und in 3.4 statt 0 der Term W ,-sin(d;)-W,4-cos(d;) stehen
bleibt.



2.3 Ein Verfahren zur expliziten Losung der kinematischen Gleichung zweiten Grades 16

2.3.7 EiInfluB verschiedener Anséatze auf die Losungsstruktur am
Beispiel des GAA06

©
41

>
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[

1

Abb. 2.5: Roboter GdA06
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zZ, Zs Z, N
<< |
/ X1= X, / X3= Xy
Z, Zj
z
0
h
Yo
X0

Abb. 2.6:  Stellung der Gelenkkoordinatensysteme S; des Roboters GdA06 bei Gelenk-Null-Lage

Der Roboter GdAAO6 wird — bei optimal gewdhlten Gelenk-Null-Lagen — durch folgende
charakteristische Kenndaten beschrieben:

Gelenk 9; n; 1 o
1 d 0 0 90°
2 d, 0 1 0°
3 d3 0 0 -90°
4 dy h 0 90°
5 ds 0 0 -90°
6 dg 0 0 0°

Diese Roboterkonstruktion ist sowohl fiir die Anwendung der Positionswertbetrachtung
als auch der Abstandsbetrachtung geeignet. Mit dem Ansatz

I) D, 3°D; 4Dy 5°Ds 6°Dg 7 =Dy 57 1*W

konnen aus 13.4 die Variable d; (Positionswertbetrachtung) und aus 11.4%+12.42+13.42
(Abstandsbetrachtung) die Variable d; unabhidngig voneinander berechnet werden.
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Positionswertbetrachtung
Aus 13.4: 0=sin(d;) W4 - cos(d;) W,y

Falls W{4=0 und W,,=0, dann ist d; beliebig wihlbar (Reduktionsstellung),
sonst d;, = ATAN2(W,,, Wyy) {der Zielstellung zugewandt, vgl. Abb. 2.7 links)
dip, = ATAN2(-W,4 ,-Wy) {der Zielstellung abgewandt, vgl. Abb. 2.7 rechts}

Bei dhnlich gebauten Roboterkonstruktionen mit einem zusitzlichen Versatz h, zwischen
Gelenk 1 und Gelenk 2 (z.B. PUMA 560 von Unimation) werden die zwei mdglichen
Gelenkstellungen von d; oft als rechtshandig bzw. linkshéndig unterschieden; diese
Begriffsbildung ist allerdings beim GdA06 nicht plausibel, weil hier h,=0 ist.

dia dy, = dj, T180°
d,
o M
Null-Lage Ziel Null-Lage (]
T fiir Gelenk 2 1€ fiir Gelenk 2 Ziel
2 TZI

Abb. 2.7: Zweideutigkeit der Gelenkstellung d;

Abstandsbetrachtung
Aus 11.4%2412.4%+13.4%: h% + 12 - 2-hI'sin(d;) = W42 + Wy,2 + W2
Daraus folgt

Sin(d:;) = (h2 + 12 - W142 - W242 - W342)/(2h1) =a
cos(d) = 4/ 1-sin®(d;) = +\/ 1-a2

Die Losung ergibt sich dann zu
d;, = ATAN2(a, +\/1-a?)  dj, = ATAN2(a, \[1-a%)
Eine Stellungunerreichbare Zielvorgabe liegt vor, falls der Radikand 1-a2 negativ wird.

Eine isolierte Aussage, ob d;, oder d;, der nach oben bzw. unten gerichteten Gelenk-
stellung (vgl. Abb. 2.8) entspricht, kann nicht getroffen werden, da dies von der fiir die
Variable d; gewihlten Losung abhdngt. Wir kommen hier in Bereiche, in denen die dem
Anwender plausiblen Begriffe "Ellbogen unten" und "Ellbogen oben" eher zu
Fehlinterpretationen fiihren, weil diese Begriffsbildung nicht fiir das gesamten
Bewegungsintervall von Gelenk 2 plausibel bleibt. Im Falle der Gelenkvariablen d; bleibt
damit fiir die Unterscheidung der zwei Losungen nur der Riickgriff auf das Vorzeichen der
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Wurzel bzw. Aussagen dariiber, ob der Winkelwert im Bereich [-90°...90°[ oder
[90°...270°[ liegen soll.

Null-Lage
fiir Gelenk 3
-dy

Null-Lage

6/ fiir Gelerzik 3
2161 .\\ 3 ° Ziel

Abb. 2.8: Zweideutigkeit der Gelenkstellung d5 (fiir festen Wert d)

Berechnung der Rotationsvariablen d, aus der Positionsspalte

Zur Berechnung der Variablen d, kann der Satz (Bestimmung einer Rotationsvariablen
aus der Positionsspalte) aus Abschnitt 2.3.4 herangezogen werden; Ansatz

I) Dy3*D34°Dy5°Ds6°Dg 7 = Dy p7'eW

wird entsprechend den Vorgaben des Satzes dargestellt durch R(z, d,)*X =Y mit:
X4 =-sin(d;)'h +1

X4 = cos(d;)-h

Y4 =cos(d)) Wiy +sin(d)) Wy,

You=Wyy

Hieraus ergibt sich

dz = ATANz((-Sln(d3)h+l)W34 - COS(d3)'h'(COS(d1)'W14+Sin(d1)'W24) ,
(-sin(ds) hr+1)-(cos(d)) W sin(d, ) Wag) + cos(ds)h Way)

und eine bei X;4,=0 und X,,=0 vorliegende Reduktionsstellung fiir d, ist laut Satz immer
erreichbar.

Alternativer Losungsansatz

Gerade fiir Roboter mit giinstiger mechanischer Konstruktion gibt es mehrere unterschied-
liche Ansétze, die zur Losung einer Variablen herangezogen werden konnen. Ein systema-
tisches Vorgehen anhand der hier vorgestellten Verfahren erweist sich jedoch — wie am
folgenden Beispiel dargestellt — als effizienter.
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Wird nach der Berechnung der Variablen d; mittels Positionswertbetrachtung nicht
erkannt, da} der Ansatz I auch fiir die Abstandsbetrachtung optimal geeignet ist, und zu
dem Ansatz

1) D; 4Dy 5°Ds¢*Dg 7 =Dy 371Dy 51 W

iibergegangen, so fiihrt das zwar zu Losungen mit anndhernd gleicher Komplexitit, aber
auch zum Verlust der voneinander unabhidngigen Berechnungsmoglichkeit fiir d; und ds
bzw. d, . Der Ansatz Il dient ebenfalls zur Anwendung der Abstandsbetrachtung, die
Auswahl von Bezug- und Zielsystem ist jedoch nicht optimal getroffen, da sowohl d; als
auch d, den Abstand zwischen Bezug- und Zielsystem bestimmen und somit die vorange-
gangene Berechnung von d; eine wesentliche Bedingung fiir die Anwendbarkeit von
Ansatz II ist (im Ansatz I bestimmt nur die Gelenkvariable d; den Abstand).

Aus I11.4%+112.42+113.42;

h? = W, 24+ W,, 2+ W3, 2412 - cos(d,)-2-1-(cos(d) W 4+sin(d;)-W,y) - sin(d,)-2:1-W,
Umgeformt und abgekiirzt ergibt sich die Bestimmungsgleichung

sin(d,)-a - cos(d,)'b=c

und daraus die Losung:

o = ATAN2(c , \[a2+b?-c? ) + ATAN2(b,a)

Unerreichbar ist die Zielvorgabe, falls der Radikand a>+b?-c? negativ ist. Fiir Wy, = W,, =
W, = 0 verschwindet die Variable d, aus der Abstandsgleichung, es bleibt h*=1%; damit
liegt eine Reduktionsstellung fiir d, vor, die nur fiir I=th erreichbar ist.

Ein Versuch, die in der Abstandsgleichung im Term cos(d;)-W,+sin(d;)-W,, auftretende
Variable d; durch Einsetzen der vorher schon ermittelten Losungsformel zu eliminieren,
scheitert. Mit

13.4: 0=sin(d;) W4 - cos(d;)-W,, (Positionswertbetrachtung)

gilt zwar
Sin(dl) = COS(dl)'W24 / Wl4 )

und aus sin?(d,) + cos?(d,) = 1

folgt
cos2(d;) - (Wo,2W12) / W2 =1 baw. cos(dl)zi%
NV Was Wiy

und damit gilt
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W4 W™ Wiy

cos(d;)W 4 +sin(d;) Wy, = i( + ] = 4 /W142+W242 ’
Wit Wa2 - Wi Wi 2+ W,,2

doch da die Giiltigkeit des Vorzeichens bei

Wiy
cos(d)) ==
\ WoiP W2

von der in der Positionswertbetrachtung fiir d; gewdhlten Losungsvariante abhingt, kann
d, nur aus dem Term ATAN2(c , +\/a>+b?-c? ), nicht jedoch aus dem Term ATAN2(b,a)
der fur d,,}, angegebenen Formel eliminiert werden. Deshalb konnen bei dieser Variante
im Gegensatz zum Ansatz I d; und d, nicht unabhédngig voneinander berechnet werden.

Dies ist ein schwerwiegender Nachteil, wenn wir beispielsweise an Rechnerarchitekturen
mit parallelen Prozessoren denken, wo die Bestimmung von d; und d, sonst parallel

erfolgen konnte.

Nach der Ermittlung der Variablen d; und d, kann dann die Variable d; aus I11.4 und 12.4

errechnet werden.
I1.4: -sin(d;)-h+l = cos(d,)-{cos(d)-W4+sin(d;)-W,,}+sin(d,) W3y
12.4: cos(ds)'h = -sin(d,)- {cos(d;)-W,4+sin(d;)- W, }+cos(d,) W3y

Bestimmung der restlichen Variablen aus dem Orientierungsteil

Unabhéngig davon, nach welcher Variante die Variablen aus der Positionsspalte bestimmt
wurden, konnen die restlichen drei (Orientierungs-)Variablen d, , ds und dg mit Hilfe der
Orientierungsbetrachtung berechnet werden. Dazu wird der Ansatz

III) D5,6.D6,7 = D4’5-1'D3,4_1'D2’3-1'D1’2_1'W Zugmndegelegt.

Aus II13.3: 0 = sin(dy)- {cos(d,+d;)-[cos(d;)- W 5+sin(d;) Wz ]+sin(d,+d;)-Wis}
- cos(dy)-{cos(d;) Wp3-sin(d;) W3}
abgekiirzt: 0 =sin(dy)-a - cos(d,)-b

ergibt sich die Losung, falls a#0 oder b0,

d,, = ATAN2(b, a)
d4b = ATAN2(-b, -a) = d4a + 1

Ist a=b=0, ergibt sich eine Reduktionsstellung und d, ist beliebig wéhlbar.

Aus der Losungsgleichung 146t sich ablesen, dafl fiir alle Orientierungsvorgaben
mindestens zwei Losungswerte gefunden werden konnen; diese Aussage gilt immer dann,
wenn die Rotationsachsen der Orientierungsgelenke aufeinander senkrecht stehen.
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Eindeutige und korrekte Werte fiir die Variable ds bzw. dg konnen aus den Gleichungen

I11.3 und I112.3 bzw. II3.1 und III3.2 hergeleitet werden. Damit erhalten wir fiir jede
Zielvorgabe acht verschiedene Losungstupel fiir die Gelenkvariablen.

2.3.8 Zusammenstellung der explizit quadratisch l6sbaren
Roboterklassen

Ausgehend von den Voraussetzungen der in Abschnitt 2.3.2 bis Abschnitt 2.3.5 beschrie-
benen quadratischen Losungsverfahren werden Roboterklassen definiert, die fiir die
Anwendung eines der vier beschriebenen Losungsverfahren geeignet sind. Die folgende
Betrachtung bezieht sich auf Roboter mit dem Getriebefreiheitsgrad F = 6 bzw. auf die
sechs noch unbestimmten Gelenke bei einem Getriebefreiheitsgrad F > 6 ; in Klammern
ist jeweils das erste anzuwendende Verfahren zur Berechnung der Gelenkvariablen
angegeben:

1. Roboter mit drei Translationsgelenken (Orientierungsbetrachtung)

2. Roboter mit zwei Translationsgelenken und zwei zueinander parallelen Rotations-
gelenken (Orientierungsbetrachtung)

3. Roboter mit zwei Translationsgelenken wund drei sich schneidenden
Rotationsgelenken (Positionswertbetrachtung)

4. Roboter mit zwei sich schneidenden Rotationsgelenken und einem weiteren
Rotationsgelenk, das  senkrecht auf zwei  Translationsgelenken  steht
(Positionswertbetrachtung)

5. Roboter mit einem Translationsgelenk und drei zueinander parallelen
Rotationsgelenken (Orientierungsbetrachtung)

6. Roboter mit zweimal zwei zueinander parallelen Rotationsgelenken und einem
Translationsgelenk, das senkrecht auf einem der parallelen Rotationsachsenpaare
steht (Orientierungsbetrachtung)

7. Roboter mit zwei sich schneidenden Rotationsgelenken und zwei weiteren zueinander
parallelen Rotationsgelenken und einem Translationsgelenk, das senkrecht auf diesen
zwei parallelen Rotationsgelenken steht (Positionswertbetrachtung)

8. Roboter mit drei sich schneidenden Rotationsgelenken und einem Translationsgelenk,
das senkrecht auf einem weiteren Rotationsgelenk steht (Positionswertbetrachtung)

9. Roboter mit drei sich schneidenden und weiteren zwei sich schneidenden Rotations-
gelenken (Abstandsbetrachtung)

10. Roboter mit drei zueinander parallelen Rotationsgelenken und weiteren zwei
zueinander parallelen Rotationsgelenken:
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11.

12.

13.

Das sechste (nicht im Sinne einer kinematischen Reihenfolge!) Gelenk muf} ein Rota-
tionsgelenk sein, da sonst eine globale Orientierungsdegeneration vorliegt.
(Orientierungsbetrachtung)

Roboter mit zwei sich schneidenden Rotationsgelenken und drei weiteren zueinander
parallelen Rotationsgelenken:

Das sechste (nicht im Sinne einer kinematischen Reihenfolge!) Gelenk ist ein Rota-
tionsgelenk, da sonst die Konstellation unter den Punkt 5 fillt. (Positionswert-
betrachtung)

Roboter mit drei sich schneidenden Rotationsgelenken und zwei weiteren zueinander
parallelen Rotationsgelenken (Positionswertbetrachtung)

Roboter mit zwei Translationsgelenken, die zu je einem Rotationsgelenk parallel
sind, und einem weiteren Rotationsgelenk, das sich als einziges Gelenk zwischen
diesen beiden Paaren paralleler Translations- und Rotationsgelenke befindet und
keinen Versatz entlang seiner Rotationsachse aufweist (Distanzbetrachtung)
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