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1.1 Beschreibung von Objektstellungen 1

1 Einfuhrung in die Robotermathematik

1.1 Beschreibung von Objektstellungen

Die rdaumliche Stellung eines Objekts, z.B. auch des Effektors, wird durch die Definition
von zwei Koordinatensystemen und die geometrischen Beziehungen zwischen beiden
beschrieben:

1. Das objektspezifische charakterisiert das zu handhabende Objekt und wird mit
diesem mitbewegt; in der Geometrie wird deshalb hiufig vom Gangsystem
gesprochen. Koordinatenursprung und Richtung der Achsen werden entsprechend der
Objektgeometrie und Aufgabenstellung vom Anwender sinnvoll festgelegt und
konnen sich z.B. am Schwerpunkt, an Symmetrieachsen oder bestimmten
ausgezeichneten Objektpunkten, -kanten oder -flichen orientieren.

2. Das Bezugskoordinatensystem beschreibt das die Objekte umgebende System; da
dieses System in der Regel fest ist (zumindest hinsichtlich der Relativbewegung der
thm zugeordneten Objekte), wird es in der Geometrie auch als Rastsystem bezeichnet.
Koordinatenursprung und Richtung der Achsen sind entsprechend der Aufgaben-
stellung bzw. Umwelt wihlbar (in der Literatur deshalb oft auch Weltkoordinaten-
system genannt) und kénnen z. B. durch Fertigungseinrichtungen, Handhabungs-
einrichtungen oder Gebaude vorgegeben werden.

Beide Koordinatensysteme sind i.a. kartesische Rechtssysteme; in besonderen Anwen-
dungsfillen konnen auch andere orthogonale Koordinatensysteme benutzt werden (z.B.
Zylinder- oder Kugelkoordinatensystem), deren Koordinaten aber immer in die
Koordinaten eines kartesischen Hilfskoordinatensystems transformiert werden konnen.
Wir beschrianken uns deshalb im weiteren auf das am haufigsten verwendete kartesische
Rechtskoordinatensystem.

Die Orientierung eines Objekts ist die Winkelbeziehung zwischen den Achsen des objekt-
spezifischen Koordinatensystems und denen des Bezugskoordinatensystems.

Die Position eines Objekts ist der Ort, den ein bestimmter Punkt des Objekts — in der
Regel der Ursprung des objektspezifischen Koordinatensystems — im Bezugskoordinaten-
system einnimmt.
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Die Stellung (=rdumliche Stellung) eines Objekts wird durch die Position und die
Orientierung im vorgegebenen Bezugskoordinatensystem definiert.

Der Freiheitsgrad f ist diec Anzahl der mdglichen unabhidngigen Bewegungen
(Translationen, Rotationen) eines Objekts gegeniiber einem Bezugskoordinatensystem.
Demnach hat ein im Raum frei bewegliches Objekt den Freiheitsgrad =6, der sich — bei
einem kartesischen Bezugskoordinatensystem — aus drei translatorischen Bewegungs-
moglichkeiten (Verschiebungen) zur Festlegung der Position und drei rotatorischen Bewe-
gungsmoglichkeiten (Drehungen) zur Festlegung der Orientierung zusammensetzt. Der
Freiheitsgrad f=6 ist nicht nur eine notwendige, sondern auch eine hinreichende Voraus-
setzung, damit ein Objekt eine beliebige vorgegebene  Stellung im
Bezugskoordinatensystem einnehmen kann.

Die Anzahl der Bewegungsachsen eines Roboters (Getriebefreiheitsgrad F ) ist nicht
gleichzusetzen mit der Anzahl der Freiheitsgrade.

Beispiel: Ein Industrieroboter mit acht Achsen (drei translatorische und fiinf rotatori-
sche) besitzt trotzdem nur den Freiheitsgrad f=6; der Vorteil der groBBeren Achsenzahl
liegt in der erhdhten Flexibilitdt, die z.B. bei Montagearbeiten sinnvoll sein kann. Ein
Problem ergibt sich beim Anfahren einer vorgegebenen Stellung aus der
Mehrdeutigkeit der Gelenkstellungen, die eine aufgabenspezifische Festlegung
notwendig macht.

Auch bei einer Achsenzahl F < 6 kann gelten: Achsenzahl > Freiheitsgrad. Die Vor- und
Nachteile einer solchen Konstellation sind die gleichen wie im obigen Beispiel; zusétzlich
jedoch erlaubt eine solche Konstruktion nicht, da3 der Effektor jede beliebige Stellung im
Raum einnehmen kann, was bei vielen Handhabungsaufgaben ein schwerwiegender
Mangel sein diirfte.

Beispiel: Eine automatische Teleskopantenne besitzt den Freiheitsgrad f=1, aber
mehrere (nicht unabhéngige) translatorische Bewegungsachsen.

Es gilt: Ein Roboter mit dem Freiheitsgrad f benétigt mindestens f (geeignet angeordnete)
Bewegungsachsen. Falls f > 3, so sind mindestens f-3 Bewegungsachsen Rotations-
gelenke.

Die geometrische Beziehung zwischen dem objektspezifischen Koordinatensystem und
dem Bezugskoordinatensystem kann mathematisch unterschiedlich dargestellt werden.
Um reelle Zahlen, Vektoren , zen und Quaternionen auch optisch voneinander abgrenzen
zu konnen, werden Vektoren mit kleinen Buchstaben in Fettdruck und Matrizen bzw.
Quaternionen mit fettgedruckten Grof3buchstaben bezeichnet.
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1.1.1 Sechsdimensionale Beschreibungsvektoren

Der  sechsdimensionale xy,z,W1,W2,W3) gibt den  Ursprung des
Objektkoordinatensystems als Raumpunkt (x,y,z) im Bezugskoordinatensystem und die
zur Beschreibung der Objektorientierung ndtigen Drehwinkel W1, W2 und W3 an.

Die Winkel W1, W2 und W3 konnen sich auf unterschiedliche Rotationsachsen bezichen.
Am weitesten verbreitet sind die beiden folgenden Definitionen:

Als Eulerwinkel werden die Winkel dann bezeichnet, wenn W1 die Drehung um die z-
Achse des Bezugsystems, W2 die Drehung um die durch W1 verénderte x-Achse des
Bezugsystems und der Winkel W3 die Drehung um die inzwischen durch W2 veranderte
z-Achse beschreiben. Es gibt in der Literatur jedoch auch abweichende Definitionen der
Eulerwinkel [Rooney 77]; hdufig findet sich zum Beispiel eine Definition, in der als
zweite Drehachse die veranderte y-Achse benutzt wird [Paul 81a].

Mit "Yaw-Pitch—Roll" (Gieren—Stampfen—Rollen) werden die Winkel dann bezeichnet,
wenn W1=Yaw die Drehung um die z-Achse, W2=Pitch die Drehung um die y-Achse und
W3=Roll die Drehung um die x-Achse darstellt, wobei die Drehachsen immer die fest-
liegenden Achsen des Bezugsystems sind. Auch hierfiir finden sich abweichende
Definitionen in der Literatur, die aber alle als gleichwertig betrachtet werden konnen.

Y Obj

Objektkoordinatensystem SObj

Z Obj

Bezugskoordinatensystem
X

Eulerwinkel: (uy ,uy,u,, 90°,90°, -90°)

Yaw-Pitch—Roll: (u,,u,,u,, 0° 90° 0°)

X2 Yy o

Abb. 1.1: Beschreibung der Objektstellung durch sechsdimensionale Beschreibungsvektoren

Da der Freiheitsgrad =6 gerade durch drei Translationen und drei Rotationen definiert ist,
sehen wir, dal} diese Art der Stellungsbeschreibung die kompakteste Form darstellt. Inso-
fern ist sie bei der Beschreibung von Objektstellungen durch den Anwender benutzer-
freundlich. Allerdings sind auf dieser mathematischen Struktur keine Operationen
definiert, die eine Verkniipfung von Stellungen erméglichen. Hierzu muf3 die Information
des sechsdimensionalen = Beschreibungsvektors in eine der nachfolgenden
Darstellungsformen transformiert werden. Die Umrechnungsverfahren hierfiir werden in
Abschnitt 1.2 beschrieben.
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1.1.2 Homogene Koordinaten und homogene 4x4-Matrizen

Neben dem sechsdimensionalen Beschreibungsvektor (x,y,z, W1,W2,W3), der sich fiir die
Objektstellungen durch den Anwender als Standard herauskristallisiert hat, haben sich die
homogenen homogene- Koordinaten fiir die Weiterverarbeitung dieser Daten durch-
gesetzt. Weiterverarbeitung umfalit vor allem die Verkniipfung relativer Beschreibungen
und Modifikation vorgegebener Stellungen.

Beim Ubergang zu homogenen Koordinaten wird das Tripel P = (x,y,z)T eines Raum-
punktes P zum Quadrupel (x,y,z,1)T umgeformt. Fiir den Vektor v = (x,y,z)" ergeben sich
die homogenen Koordinaten durch eine Erweiterung auf (x,y,z,0)T.

Die Idee der homogenen Erweiterung stammt aus der projektiven Geometrie [Newman
79]; allerdings werden die weitergehenden Moglichkeiten, die dieser Bereich bietet, in der
Roboterkinematik nicht benétigt und daher auch nicht ibernommen. Die Strukturerwei-
terung durch 1 und 0 dient oberflachlich betrachtet lediglich der Vereinfachung des
Aufschreibungsaufwandes.

Ein Beispiel fiir diese vereinfachende Anwendungsweise der homogenen Struktur findet
sich im Abschnitt 1.2 . Ebenso wird dort noch etwas ndher auf die Herleitung dieser
homogenen Struktur eingegangen und gezeigt, dal zum Erhalt der Eigenschaft eines
freien Vektors die Unterscheidung zwischen der 1-Erweiterung bei Raumpunkten und der
0-Erweiterung bei Vektoren zwingend notwendig ist.

Zum Nachweis, daf} die oben definierte Erweiterung zum homogenen Punktraum mit dem
bisher bekannten dreidimensionalen Punktraum &dquivalent ist, wird auf Lehrbiicher der
projektiven Geometrie (z.B. [Penna 86]) bzw. auf [Heill 85] verwiesen.

Die Stellung eines Objekts 14Bt sich nun beschreiben durch die Angabe der Koordinaten
der X-, y- und z-Einheitsvektoren und der Position des Ursprungs des Objektkoordinaten-
systems. Die Beschreibung erfolgt jeweils beziiglich des Bezugskoordinatensystems.
Werden diese drei Vektoren und die Punktkoordinaten spaltenweise zu einer 3x4-Matrix
zusammengefalit und durch eine vierte Zeile (0,0,0,1) zu einer 4x4-Matrix erweitert, so
entsteht die homogene- 4 x4-Matrix zur Beschreibung der Objektstellung.
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Y Obj

Objektkoordinatensystem SObj

Z Obj

Bezugskoordinatensystem

X
0 0 1 u
0 1 0 uy
Xop > You > Zopi » V) =
Obj Obj > "Obj 1 0 0 uZ
0 0 0 1

Abb. 1.2: Darstellung des Objektkoordinatensystems Sop; durch eine homogene 4x4-Matrix

Abb. 1.2 legt es nahe, die einzelnen Spalten der homogenen 4x4-Matrix als homogene X-,
y-, z-Einheitsvektoren und als homogene Punktbeschreibung zu interpretieren. Die
einfache Form der vierten Zeile der homogenen 4x4-Matrix liegt jedoch darin begriindet,
da in der Roboterkinematik keine Skalierungsoperatoren und perspektivische
Transformationen vorkommen. Detailliertere Darstellungen der homogenen zen finden
sich in Lehrbiichern der projektiven Geometrie oder z.B. in [Giloi 78].

Wie bereits oben gezeigt wurde, sind zur Darstellung beliebiger Stellungen im Raum
sechs Kenngrofen ausreichend. Ein Vergleich der in Zeile 1 mit Zeile 3 der homogenen
4x4-Matrix enthaltenen zwolf nichttrivialen KenngréBen hiermit zeigt, dal bei dieser
Darstellungsart sechs Kenngroflen redundant sind. Diese Redundanz resultiert aus der
Orthonormalitidtsbedingung, der die drei Vektoren X, y und z des kartesischen Rechts-
koordinatensystems unterworfen sind.

In einigen Darstellungen wird eine homogene 4x4-Matrix als Frame bezeichnet. Wir ver-
meiden hier diesen Begriff nach Mdglichkeit, weil er im Bereich der Wissensreprésenta-
tion und der Planung in der Robotik mit vollstindig anderer Bedeutung ebenfalls benutzt
wird.

1.1.3 Duale Zahlen und duale 3x3-Matrizen

Die Benutzung dualer Zahlen wird in manchen Literaturstellen als der wesentliche
Fortschritt in der Roboterkinematik bezeichnet [Yang 74, Lara-Feria 86]. Diese
Einschitzung erscheint uns etwas zu euphorisch, denn sédmtliche Ergebnisse aus der
Anwendung dieses Prinzips konnen ebenso durch den Einsatz homogener 4x4-Matrizen
erhalten werden. Auch im Hinblick auf den Rechenaufwand ist das Verfahren mit
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homogenen 4x4-Matrizen nur in wenigen Sonderfdllen schlechter. Dennoch treten die
dualen Zahlen in der Robotikliteratur so hdufig auf, da3 wir sie in dieser Einfiihrung nicht
unbehandelt lassen wollen, nicht zuletzt, um dem Leser eine Moglichkeit zur eigenen
Beurteilung zu geben.

Duale- Zahlen sind von der Form d=dp+e-ds, wobei dp, dseR und &2=0 gilt und dp als
und ds als bezeichnet wird. und Multiplikation zweier dualer Zahlen lassen sich analog
zu den komplexen Zahlen aus den Verkniipfungsregeln des Korpers R der reellen Zahlen
ableiten:

Seien d;=dp,+¢-ds; und d,=dp,+e-ds, zwei duale Zahlen, dann gilt:

d;+d, = dp;+dp, + &(ds;+ds;)
d;-dy =dp;-dp, +e(dp;-ds,*+ds;-dp,)

Durch die spezielle Definition &2=0 behalten viele GesetzmiBigkeiten, die fiir reelle
Zahlen gelten, ihre Giiltigkeit auch fiir duale Zahlen. Dies gilt besonders fiir alle
trigonometrischen Sitze, wie z.B. sin®(d)+cos?(d)=1.

Reelle Funktionen lassen sich ndmlich sehr einfach auf duale Zahlen erweitern. Eine
Funktion mit dualer Variablen wird {iber ihre Taylorreihe definiert [Rooney 75] und die
Eigenschaft, daB £2=0 ist, ergibt dann:

f(dp+e-ds) = f(dp) + e-ds-f(dp) + €2-ds2/2!-f"(dp) + ...
=0
Speziell fiir die hdufig bendtigten Funktionen Sinus und Cosinus gilt [Yang 74]:

sin(dp+e-ds) = sin(dp) + &-ds-cos(dp)
cos(dp+e-ds) = cos(dp) - &-ds-sin(dp)

Einerseits kann durch eine Dualzahl sowohl die Drehung dp um eine Achse als auch die
Schiebung ds entlang dieser Achse dargestellt werden.

Andererseits konnen drei Dualzahlen zu einem dualen duale -r Vektor (d;, d,, dy)T
zusammengefalit werden, so dall damit die und die Position einer Geraden im Raum
beschrieben werden kann. Die Primirteile (dp;, dp,, dps;)" definieren hierbei den
normierten Einheitsorientierungsvektor 0 der Geraden. Mit den Sekundérteilen (ds; , ds, ,
ds;)T konnte der Lotvektor vom Nullpunkt des Bezugsystems zur Geraden dargestellt
werden. Statt des Lotvektors wird jedoch das Kreuzprodukt aus Lotvektor und
Orientierungsvektor der Geraden im Sekundirteil angegeben. Dies sind die sogenannten
der Geraden. Da jeder Punkt der Geraden zur Berechnung herangezogen werden kann,
fiihrt diese Definition einerseits zu einer rechentechnischen Vereinfachung der
Datenstruktur, andererseits entspricht diese GroBe dem aus der Mechanik bekannten
Begriff des Moments. Da mit Hilfe des Kreuzprodukts aus Orientierungsvektor und
Momentenvektor der Lotvektor gewonnen werden kann, stellt die Verwendung des
Momentenvektors keine Einschriankung dar. Weitere Vorteile der Benutzung dieser
Darstellung werden in Abschnitt. 1.2.4, 2.1.2 und 2.4.2 sichtbar.
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Veranschaulichung der Berechnung des Momentenvektors m: Sei | der Lotvektor und 0
der Orientierungsvektor einer Geraden mit |0]=1, A ein beliebiger Punkt auf der Geraden
und a der zugehorige Vektor vom Nullpunkt des Bezugsystems.

Der Vektor a 148t sich zerlegenina=1+ A0 , AeR.

Moment m Z

Bezugsystem

Vektora = |+A 0

Gerade g
Orientierungsvektoro der Geraden Punkt A auf
J der Geraden g

< A
Abb. 1.3: Lot- und Momentenvektor einer Geraden

Es gilt: m=Ix0= (I + A-0)x0 =axo
Im| = [Ix0] = |I||o]|-sin(90°) = |||
| =oxm

Beispiel fir die Berechnung der Pliickerkoordinaten der Xqy,;-Achse in Abb. 1.4:

Xobj = (dy » dy , d3)T = (dp;+e-ds, , dpy+e-ds, , dpy+e-dss)”

0xObj = (dpl > de > dp3)T = (0 , 0, 'l)T

ayobj = (Uy > by, u,)T  { Ursprung ist Punkt auf der Geraden}

M = 8, 0pj% Oxopj = (Uy » Uy , 0)T

XObj = (O-S'Uy , 0+eg- u,, -1)T

Die vollstidndige Stellungsbeschreibung fiir dieses Beispiel ist der Abb. 1.4 zu entnehmen.

Eine umfassende Motivation fiir den Einsatz von dualen Zahlen liefert das
"Ubertragungsprinzip" [Rooney 75]:

Alle Sitze und Formeln, die sich auf sphirische Sachverhalte (reelle Winkel und
Ursprungsgeraden) beziehen, sind ebenso giiltig, wenn man sie auf entsprechende rdum-
liche Sachverhalte (duale Winkel und Raumgeraden) anwendet; man mull nur jeden
reellen Winkel a in der urspriinglichen (sphérischen) Formel durch den entsprechenden
dualen Winkel adual = o + €-a ersetzen [Glavina 85].

Mit der Verwendung von dualen Vektoren wurde der Ubergang von der Raumpunkt-
geometrie zur Liniengeometrie vollzogen. Mit einem dualen Vektor konnen nur noch
gerichtete Geraden im Raum, aber keine Punkte und freie Vektoren mehr dargestellt
werden. Um Punkte und freie Vektoren darstellen zu kdnnen, mufl auf den Schnittpunkt
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zweier Geraden bzw. auf die isolierte Betrachtung des Primirteils der Geraden
zurlickgegriffen werden.

Unter Verwendung von Dualvektoren kdnnen die durch die Einheitsvektoren des Objekt-
koordinatensystems definierten Geraden beschrieben und zu einer dualenduale - 3x3-
Matrix D = Dp + &'Ds zusammengefalit werden; je nach Anwendungsfall wird D als 3x3-
Matrix dualer Zahlen oder als Paar zweier reeller 3x3-Matrizen Dp + &:Ds, dem Primarteil
Dp von D und dem Sekundirteil Ds von D, dargestellt. Der Ursprung des Objekt-
koordinatensystems ist implizit als Schnittpunkt der drei gerichteten Geraden in x-, y- und
z-Richtung definiert.

Die und von dualen 3x3-Matrizen sind durch die Regeln des Korpers R und die Definition
£2=0 bestimmt:

D,+D, =Dp,+Dp, + &(Ds,+Ds,)
D,*D, =Dp;*Dp, +&(Dp,*Ds,+Ds,*Dp,)

Da die duale 3x3-Matrix 18 nichttriviale Kenndaten enthélt, weist diese Darstellungsform
im Vergleich zur homogenen 4x4-Matrix eine hohere Redundanz auf. Auch die
Streichung der bei der homogenen 4x4-Matrix explizit vorhandenen Positionsspalte
erweist sich i.a. nicht als Vorteil, da die Positionsinformation tiber alle drei verbleibenden
Vektoren verteilt ist. Ebenso werden die Einsparungen, die sich bei einer 3x3-
Matrixmultiplikation im Vergleich zur 4x4-Matrix ergeben, durch die notwendig
werdende Aufspaltung in Primdr- und Sekundirteil wieder aufgehoben. Nur fiir
Berechnungen ganz spezieller Roboterkonstruktionen (zwei Rotationsgelenke, zwei
Zylindergelenke) ist der Ansatz mit dualen 3x3—Matrizen in etwa gleichwertig mit der
Verwendung homogener 4x4-Matrizen (vgl. Abschnitt 2.4.2).

y .
Ob) Objektkoordinatensystem SObj

Z Obj

y
/_' Bezugskoordinatensystem
X

0-gu 0-gu 1
y Z
— | O+gu 1 O+eu
(XObJ b} yObJ 9 ZOb_]) X Z
-1 O+eu 0-g'u
| X Y

Abb. 1.4: Darstellung des Objektkoordinatensystems Sopj durch eine duale 3x3-Matrix
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1.1.4 Duale Quaternionen

Eine reelle besteht aus vier reellen Werten: Q =(r; ,1,,13,14) , 1], 1,, 13,14 €R.
Diese vier Werte beschreiben im Prinzip einen Drehwinkel und die zugehdrige Drehachse
durch einen dreidimensionalen Vektor. Damit konnen durch eine Quaternion alle
Drehungen dargestellt werden, bei denen die Drehachse durch den Ursprung des Bezug-
systems geht. Reelle Quaternionen eignen sich somit zwar fiir die Orientierungs-
darstellung eines Objekts, nicht jedoch fiir die Wiedergabe der rdumlichen Stellung, da
hiermit keine Verschiebung ausgedriickt werden kann.

Laut Chasles-Theorem, kurz zusammengefaBt in [Ball 1876], ist der Ubergang vom
Bezugskoordinatensystem zum Objektkoordinatensystem immer durch eine Drehung und
eine Schiebung beziiglich einer geeignet gewidhlten Achse erreichbar; die Darstellung
dieses Ubergangs ist aber identisch mit der Stellungsbeschreibung eines Objekts.

Um neben der rotatorischen Bewegung auch die benotigte Translation in einer Quaternion
ausdriicken zu konnen, werden die vier reellen Werte durch vier Dualzahlen ersetzt und
eine duale - Quaternion DQ =(d, , d, , d5, dy) , d; = dp;+e-ds; , definiert.

Wie im vorigen Abschnitt schon erldutert, konnen durch eine Dualzahl der Winkelwert
und die Verschiebungsgrole und durch die restlichen 3 Dualzahlen eine beliebige,
gerichtete Gerade im Raum angegeben werden, beziiglich der die Rotation und
Translation erfolgen. Damit eignen sich Dualquaternionen zur Stellungsbeschreibung
eines Objekts und zeichnen sich mit ihren 8 Kenndaten durch eine sehr geringe
Redundanz  aus. Gleichzeitig sind Dualquaternionen im  Gegensatz  zum
sechsdimensionalen Beschreibungsvektor auch fiir die Verkniipfung von Stellungen
geeignet. Allerdings hebt die Komplexitit der Verarbeitungsvorschrift (z.B. fiir die
Multiplikation, vgl. Abschnitt. 1.2.7) und die Schwierigkeit fiir den Anwender, eine
Stellung durch Angabe einer Dualquaternion zu beschreiben, den Vorteil der geringen
Redundanz wieder auf und 14Bt die homogene 4x4-Matrix fiir die Roboterkinematik als
vorteilhafter erscheinen.

Ein Beispiel fiir eine Stellungsbeschreibung mit einer dualen Quaternion verschieben wir
auf Abschnitt 1.2.9.



1.2 Operationen auf Stellungsbeschreibungen

Haufig wird die Stellung eines Objekts nicht in Bezug auf das Basiskoordinatensystem
(Weltkoordinatensystem) beschrieben, sondern beziiglich eines geeigneteren Koordinaten-
systems. Fiir viele Aufgaben ist es dann notwendig, solche relativen n in eine
Stellungsangabeabsolute, d.h. auf das Basiskoordinatensystem bezogene Stellung
umzurechnen.

So ist es beispielsweise sinnvoll, die unveridnderliche Stellung eines Bohrlochs in einem
Werkstiick relativ zu einem Werkstiickkoordinatensystem zu beschreiben. Liegen nun
mehrere dieser Werkstiicke auf einer Palette, so kann deren Lage wieder relativ zu einem
Palettenkoordinatensystem angegeben werden. Die Stellung des
Palettenkoordinatensystems wird beziiglich des Basiskoordinatensystems beschrieben
(vgl. Abb. 1.5). Diese Art der Stellungsangabe hat den Vorteil, dal auch bei einer
Bewegung der Palette die (anderen) relativen Stellungsbeschreibungen unverdndert
bleiben.

P
z
w
y
BKS 4 P
z y X, VWerkstUcv
*p °© Yw

X
E Palette

Abb. 1.5: Unterschiedliche Bezugsysteme zur relativen Stellungsangabe

Die Aufgabe besteht nun darin, z.B. die Stellung des Bohrlochs im zweiten Werkstiick auf
der Palette beziliglich des Basiskoordinatensystems aus den vorgegebenen relativen
Stellungsbeschreibungen zu berechnen. Ein weiteres Problem, das in diesem Kapitel
behandelt wird, ist die Umrechnung der verschiedenen Darstellungsformen von Stellungs-
beschreibungen.

1.2.1 Umrechnung sechsdimensionaler Beschreibungsvektoren in
homogene 4x4 Matrizen

Der sechsdimensionale Beschreibungsvektor ist nicht fiir die Verkniipfung von relativen
Stellungsangaben geeignet. Diese Beschreibungsform muf3 daher zum Beispiel in eine
homogene 4x4-Matrix umgewandelt werden. Zu diesem Zweck wird auf die aus der
Geometrie bekannte Matrixform zur Darstellung von Drehungen zuriickgegriffen; der
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Drehwinkel wird dabei mit o bezeichnet und die Verwendung der entsprechenden Achse
des zugrundeliegenden Bezugsystems als Drehachse durch Rx bzw. Ry bzw. Rz gekenn-
zeichnet.

10 0 coso. 0 sina coso. -sinot 0
Rx =| 0 cosa -sina Ry = 0o 1 0 Rz =| sino. cosa 0
0 sino. cosa -sink. 0 cosa 0 0 1

Jede dieser zen stellt eine Drehung des Bezugskoordinatensystems in ein (fiktives)
Objektkoordinatensystem und damit gleichzeitig eine Stellungsbeschreibung dar. Werden
diese Rotationsmatrizen nun miteinander multipliziert, so ergibt sich dadurch eine
Verkniipfung der einzelnen relativen Drehungen zu einer Gesamtdrehung bzw.
Endstellung.

Wesentlich ist dabei, dal die richtige Multiplikationsreihenfolge der zen beachtet wird.
Bei einer Interpretation der Multiplikation von links nach rechts bezieht sich die Drehung
der jeweiligen Matrix immer auf das durch die linksstehende Matrix definierte
Koordinatensystem; fiir die links aullen stehende Rotationsmatrix ist dies das Basiskoordi-
natensystem, fiir alle anderen Matrizen die bis dahin durch die linksstehenden Matrizen
erzeugte Gesamtstellung des fiktiven, aus dem Basiskoordinatensystem hervorgegangenen
Koordinatensystems.

Wird dagegen die Multiplikation der Rotationsmatrizen von rechts nach links interpretiert,
so bezieht sich jede Drehung auf die unverdnderlichen Achsen des Basiskoordinaten-
systems. Dies zeigt, da3 durchaus auch die unverdnderlichen Achsen des Basiskoordi-
natensystems als Drehachsen der Orientierungswinkel W1, W2 und W3 verwendet werden
konnen.

Als Beispiel hierfiir betrachten wir nochmal die in Abschnitt 1.1.1 eingefiihrten
Definitionen der Eulerwinkel und der durch Yaw—Pitch—Roll beschriebenen Winkel.

Bei der Definition der Eulerwinkel legten wir als Drehachsen fiir W1, W2 und W3 die
z-Achse, die verinderte x-Achse und wiederum die verdnderte z-Achse fest, so dal} die

Gesamtdrehung des Koordinatensystems beschrieben wird durch das Produkt
RS = Rz(W1)*Rx(W2)*Rz(W3).

Im Beispiel aus Abb. 1.1 ergibt dies
RS = Rz(90°)*Rx(90°)*Rz(-90°) =
0-10 100 010 001
=l 100 (sf 00-1]s]-1001|=] 010
0 01 010 001 -1 00
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Bei der Definition der Winkel Yaw—Pitch—Roll legten wir als Drehachsen fiir W1, W2 und
W3 die Achsen des Bezugskoordinatensystems fest in der Reihenfolge z-Achse, y-Achse
und dann x-Achse. Die Gesamtdrehung wird damit beschrieben durch das Produkt

RS = RX(W3)*Ry(W2)Rz(W1).

Im Beispiel aus Abb. 1.1 ergibt dies
RS = Rx(0°)*Ry(90°)*Rz(0°) =

1 00 0 01 1 00 001
= 01 O0Ofsf O1 Ofe] O1TO0(=[ 010
001 -1 00 001 -1 00

Werden nun die in den Spalten eins bis drei von RS enthaltenen x-, y- und z-Vektoren
und die im sechsdimensionalen Vektor direkt enthaltenen Positionsangaben x, y, z zu
einer 3x4-Matrix zusammengefalt und durch eine vierte Zeile (0,0,0,1) zu einer
homogenen 4x4-Matrix erweitert, so ergibt sich die dem sechsdimensionalen Vektor
entsprechende Stellungsbeschreibung S in homogenen Koordinaten.

3x3 X
Orientierungsteil y

RS z

0 0 O 1

1.2.2  Umrechnung homogener 4x4-Matrizen in sechsdimensionale
Beschreibungsvektoren

Umgekehrt kann natiirlich auch eine Stellungsbeschreibung in Form einer homogenen
4x4-Matrix in einen sechsdimensionalen Beschreibungsvektor umgewandelt werden. Die
Positionsangabe in den Matrixelementen S,,4, S,4 und S;, wird dabei direkt als x-, y-, und
z-Wert in den sechsdimensionalen Vektor iibernommen. Zur Berechnung der Winkelwerte
W1, W2 und W3 wird der 3x3-Orientierungsteil RS der homogenen Matrix mit dem der
Drehachsendefinition entsprechenden Produkt von Rotationsmatrizen gleichgesetzt.

Fiir die Euler-Winkel Rz(W1)*Rx(W2)*Rz(W3) fiihrt dies z.B. zu folgender elementweise
aufgeschriebenen (Matrix)-Gleichung:

1.1: RS;; = cos(W1)-cos(W3) - sin(W1)-cos(W2)-sin(W3)

1.2 RS, =-cos(W1)-sin(W3) - sin(W1)-cos(W2)-cos(W3)
1.3: RS;3; = sin(W1)-sin(W2)

2.1: RS, =sin(W1)-cos(W3) + cos(W1)-cos(W2)-sin(W3)

2.2: RS,, = -sin(W1)-sin(W3) + cos(W1)-cos(W2)-cos(W3)
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2.3: RS,5 =-cos(W1)-sin(W2)
3.1: RS;; = sin(W2)-sin(W3)
3.2 RS;, = sin(W2)-cos(W3)
3.3: RS;35 = cos(W2)

Um die Auflosung dieser Matrixgleichung nach den Winkeln W1, W2 und W3 zu verein-
fachen, wird die erste oder die dritte Rotationsmatrix (Randmatrizen) auf die andere
Gleichungsseite gebracht. Dies erfolgt durch Multiplikation beider Gleichungsseiten mit
der entsprechenden invertierten Randmatrix. Da die Rotationsmatrizen RX, Ry und Rz
orthonormal sind, ist die Inverse einer Rotationsmatrix R bekannterweise gerade ihre
Transponierte: R™'=RT

Die so entstandene Matrixgleichung enthilt immer genau eine Gleichung der Form
0 = a-sin(Wi) - b-cos(Wi) , 1€ {1,2,3},

aus der Wi berechnet werden kann:
tan(Wi) = sin(Wi)/cos(Wi)=b/a = Wi = arctan(b/a)

Da die arctan-Funktion mehrdeutig ist und der Hauptwert der Funktion nur Werte aus dem
Intervall [-n/2, n/2[ liefert, wird in der Robotik eine Funktion ATAN2 benutzt, die Werte
aus dem Intervall [-n/2, 3-n/2[ liefert. Zur eindeutigen Definition dieser Funktion werden
Fallunterscheidungen verwendet, in denen getrennt Zihler Z und Nenner N als Argumente
der Funktion verfiigbar sein miissen:

arctan (Z/N) falls N > 0

§/2 fallsN=0und Z> 0
ATAN2 (Z, N) =< beliebig fallsN=0und Z=0

-$/2 falls N=0und Z<0

arctan (Z/N)+§  fallsN <0

Bei der Implementierung dieser Funktion mul3 wie {iblich darauf geachtet werden, daf3
wegen der endlichen Genauigkeit der Gleitpunktarithmetik die Abfragen auf Null ersetzt
werden durch Abfragen auf eine rechnerabhingige untere Schranke.

Benutzen wir diese erweiterte ATAN2-Funktion, so erhalten wir zwei Losungen fiir den
zu berechnenden Winkel Wi:

Wi; = ATAN2(b,a) und Wi, = ATAN2(-b,-a)
Diese beiden Losungen unterscheiden sich gerade um .

Mit der Bestimmung von einem Wi ist eine Unbekannte der Matrixgleichung bekannt und
aus den ebenfalls existierenden Gleichungen sin(Wj) = ... und cos(Wj) = ... lassen sich
die zwei noch unbekannten Winkel Wj mit Hilfe von ATAN2(sin(Wj), cos(Wj)) = Wj in
Abhéngigkeit von Wi berechnen.
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Am Beispiel der Euler-Winkel soll diese Vorgehensweise verdeutlicht werden. Durch
Invertierung der ersten Rotationsmatrix erhalten wir die Matrixgleichung

Rz(W1)1sRS = Rx(W2)*Rz(W3).
Elementweise ausgeschrieben ergeben sich folgende Einzelgleichungen:

1.1 RS;j-cos(W1) + RS,;-sin(W1) = cos(W3)
1.2: RS{,-cos(W1) + RS,,-sin(W1) = -sin(W3)
1.3: RS5:cos(W1) + RS,5-sin(W1) =0

2.1: -RS;;-sin(W1) + RS,;-cos(W1) = cos(W2)-sin(W3)
2.2: -RS;,sin(W1) + RS,,-cos(W1) = cos(W2)-cos(W3)
2.3: -RS;5-sin(W1) + RS,5-cos(W1) = -sin(W2)

3.1: RS;; = sin(W2)-sin(W3)
3.2 RS;, = sin(W2)-cos(W3)
3.3: RS;35 = cos(W2)

Die Gleichung 1.3 erlaubt die Berechnung von W1:

sin(W1)/cos(W1) = -RS;3/RS,; oder sin(W1)/cos(W1)=RS;3/(-RS,3)
= Wll = ATANZ(-RSB . RSz3) bzw. W12 = ATAN2(R813 . 'R823)

Aus den Gleichungen 2.3 und 3.3 kann dann der Winkel W2 und aus den Gleichungen 1.1
und 1.2 der Winkel W3 bestimmt werden:

W2 = ATAN2(RS5sin(W1) - RS,5-cos(W1) , RSs3)

W3 = ATAN2(-RS{;:cos(W1) - RS,,-sin(W1) , RS;;-cos(W1) + RS,;-sin(W1))
Betrachten wir zum Schlufl am Beispiel von W1 den Sonderfall RS;3=RS,;=0, fiir den
ATAN2(RS3,RS,3) = ATAN2(0,0) nicht definiert ist. In diesem Fall ist W1 beliebig
wihlbar, die Gleichung 1.3 bleibt mit "0=0" immer korrekt erfiillt. Wegen der

Orthonormalitét fOlgt aus RSI3:RSZ3:O sofort RS33::|:1, RS31:RS32:O, RS] 1::|:R822,
RS,,;=FRS;,. Die Rotationsmatrix RS hat also folgende Form:

~ +RS,, RS;, 0 7]

RS = -?Rslz RSzz 0

E— 0 +1

Dies bedeutet geometrisch, dal die z-Richtungen des Bezugs- und des Objektkoordinaten-
systems, eventuell bis auf das Vorzeichen, libereinstimmen. Diese Orientierung kann nur
erreicht werden, wenn bei der zweiten Drehung um die verdnderte x-Achse entweder
W2=0° oder W2=180° ist. Diese Werte ergeben sich auch genau aus der Formel fiir W2.
In diesem Fall kann dann bei der dritten Drehung um die z-Achse die erste Drehung um
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W1 vollstindig riickgdngig gemacht werden. Es ist offensichtlich gleichgiiltig, wie grof3
W1 gewihlt wurde, da mit W3 dann dieser Winkelbetrag ausgeglichen werden kann.

Aufgrund der Orthonormalitdt von RS 148t sich sehr einfach zeigen, dafl der Sonderfall
ATAN2(0,0) bei der Berechnung von W2 und W3 nicht auftreten kann.

Angenommen, die Gleichung 1.3 "RS;3:cos(W1) + RS,5-sin(W1) = 0" sei korrekt erfiillt
und W2 = ATAN2(0,0), d.h. RS;5-sin(W1) - RS,5-cos(W1) = 0 und RS;; = 0; dann folgt:
(RS;5:cos(W1) + RS,5-sin(W1))? + (RS, 5:sin(W1) - RS,5-cos(W1))? + RS33% = 0 und dies
fiihrt zum Widerspruch RS;;>+RS,;?+RS;32 =0 !

Anhand dieses noch sehr iiberschaubaren Beispiels soll durch die Erlduterung einer
zweiten Variante zur Berechnung der Wi verdeutlicht werden, wie stark die Auswahl
geeigneter Bestimmungsgleichungen die Handhabbarkeit und Fehlersicherheit der
Berechnung beeinfluf3t.

Wiren wir von der urspriinglichen Matrixgleichung ausgegangen, so wire die Einzel-
gleichung 3.3

RS35=cos(W2)

die einzige Gleichung, in der nur eine Unbekannte vorkommt. Wir kdnnten also mit der
Beziehung

Sln(WZ) =4+ \’ 1-RS332

W2 berechnen:

W2 = ATAN2(/1-RS;;2 , RS;3)

Aus 1.3 und 2.3: W1 =ATAN2(RS;5/sin(W2), -RS,5/sin(W2))
Aus 3.1 und 3.2: W3 = ATAN2(RS;,/sin(W2) , RS;3,/sin(W2))

Folgende Fehler passieren in diesem Zusammenhang sehr hdufig:
1. Durch filschliches Kiirzen von sin(W2) werden folgende Formeln hergeleitet:
W1 =ATAN2(RS3,-RS,;) W3 =ATAN2(RS;,, RS;3))

Im ATAN?2 diirfen jedoch nur positive Werte gekiirzt werden, andernfalls ergibt sich
ein um 180° versetztes Ergebnis.

2. Weiterhin kann sin(W2) im Nenner den Wert Null annehmen

d.h. im Beispiel: RS;3=+1 = RS3=RS,3=RS;,=RS;,=0 bzw. ATAN2(0,0) fiir W1
und W3. In diesem Fall kann W1 und W3 nicht aus den abgeleiteten Bestimmungs-
gleichungen berechnet werden. Aus den verbleibenden nichttrivialen Gleichungen
1.1, 1.2, 2.1 und 2.2 ist nur eine Aussage iiber sin(W1+W3) und iiber cos(W1+W3)
mdglich und einer der beiden Winkel W1 oder W3 ist beliebig wihlbar.
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Offensichtlich ist der erste Ansatz glinstiger, insbesondere was die Analyse der
Sonderfille betriftt.

1.2.3 Operationen auf homogenen 4x4-Matrizen

Koordinatentransformation von Punkten

Die Transformation von Punktkoordinaten P,(x,, y,, z,), bezogen auf ein Objekt, das
durch eine Euler-Rotation RS = Rz(W1)*Rx(W2)*Rz(W3) und eine Translation
V=(Vy, Vy, v,)T aus dem Basiskoordinatensystem herausbewegt wurde, in die Basiskoor-
dinaten P(X;,y;,z;) wird in dreidimensionalen kartesischen Koordinaten so durchgefiihrt:

X1 B RS ] X2 Vx
yi |=| (vgl. Abschnitt 1.2.1) | Y2 [+] Yy oder P;=RSeP,+vV
| Zl _ — — | 22 _ | VZ _
Euler-Rotation Translation

In homogenen Koordinaten ist folgende vereinfachte Schreibweise moglich:

Euler-
Rotation  Translation

x| [ Ve | [ %2 ]
Y1 RS Vy Y2
= . oder P, = Obj-P,
7 Vz Z
1 4 Lo 0 0 1 4 L 1 4

homogene 4x4-Matrix Obj

Obj ist die Stellungsbeschreibung des Objektkoordinatensystems beziiglich des
Basiskoordinatensystems. Wird — im Vorgriff auf eine im folgenden noch ausfiihrlicher
erliuterte Notationsform — das jeweils zugrundeliegende Bezugsystem fiir Punkt- und
Vektorkoordinaten bzw. Stellungsangaben als hochgestellter Index links oben mitgefiihrt,
so gilt fiir
P, =Obj*P, :

BKSPl - BKSObj.ObjP2
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Diese Regel zur Um- undBerechnung von Vektorkoordinaten in beliebige Bezugsysteme
ist vollkommen identisch mit der im {liberndchsten Abschnitt aufgefiihrten Verkniipfungs-
regel fir relative Stellungsbeschreibungen.

Koordinatentransformation von freien Vektoren

Die (Euler-Rotation und Translation V) eines Vektors a=(a, , a, , a, , 0)T in homogenen
Koordinaten hat folgendes Aussehen:

B axneu ] B VX ] B aX ]
yneu RS vy a
— . oder BKSa_neu — BKSObj .ObJa
azneu VZ aZ
_ 0 4 L0 0 0 I 4 L 04

homogene 4x4-Matrix Obj

An diesen drei Gleichungen wird die Idee der homogenen Erweiterung nochmal deutlich.
Durch eine geeignete Modifikation der dreidimensionalen Darstellung von Vektoren und
Punkten kann der in kartesischen Koordinaten isoliert stehende Translationsvektor mit der
Rotation zu einer einzigen Matrix zusammengefalit werden. Sollen homogene en wie freie
en [Bronstein 74] translationsinvariant sein, so darf nur eine Erweiterung mit 0 gewéhlt
werden. Um sicherzustellen, dafl Vektoren durch die Transformationsmatrix wieder auf
Vektoren abgebildet werden, miissen die drei ersten Elemente der vierten (Erweiterungs-)-
Zeile der Transformationsmatrix Null sein. Da in der Roboterkinematik auch keine
Skalierungsfunktionen notwendig sind, wird zur Beschreibung von Punkten im
homogenen Raum und als letztes Element der Erweiterungszeile die 1 gewéhlt.

Verknupfung von Stellungsbeschreibungen

Noch deutlicher sichtbar werden die Vorteile der homogenen 4x4-Matrix gegeniiber der
Darstellung in kartesischen Koordinaten bei der Verkniipfung zweier Stellungsangaben.
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System B

Basiskoordinatensystem

Abb. 1.6: Relativ definierte Stellungsangaben

Sei A eine 3x3-Rotationsmatrix zur Definition der Orientierung des Systems A beziiglich
des Basiskoordinatensystems (vgl. Abb. 1.6) und B eine 3x3-Rotationsmatrix zur Defini-
tion der Orientierung des Systems B beziiglich des Systems A. Seien weiterhin t, und tg
die Translationsvektoren vom Ursprung des jeweiligen Bezugsystems zum
Objektursprung U, bzw. Ug. Dann hat die Beschreibung des Systems B, bezogen auf das
Basiskoordinatensystem, folgendes Aussehen:

AeB ergibt die Orientierung des Systems B und

A-ty +t, ergibt den Positionsvektor vom Basiskoordinatensystem zum Ursprung Ug.

Wird dagegen die Stellung mit den homogenen 4x4-Matrizen HA und HB beschrieben, in
denen aufler der Orientierung auch die Translation enthalten ist, so ergibt sich die Stellung
des Objekts B, bezogen auf das Basiskoordinatensystem, durch eine einfache Matrixmulti-
plikation HA*HB.

Die Anzahl von Rechenoperationen ist in beiden Fillen die gleiche, aber der Aufschrei-
bungsaufwand und die formale Komplexitit bei der Verkniipfung mehrstufig definierter
Objektstellungen verringert sich bei der Verwendung homogener 4x4-Matrizen erheblich.

Gerade diese mehrstufige Definition von en ist fiir die von entscheidender Bedeutung.
Sobald das "Teach"-Niveau verlassen wird, missen bei den heute {iiblichen
Roboterprogrammiersystemen alle Objektdaten wertemdBig erfalt werden. Diese Werte
nun aber direkt auf das Basiskoordinatensystem zu beziehen, wire ein sehr miihseliges
und unsinniges Unterfangen, weil z.B. beim Transport einer beladenen Palette nicht nur
das Koordinatensystem der Palette, sondern auch alle Stellungsbeschreibungen fiir
samtliche auf der Palette befindlichen Objekte neu berechnet werden mii3ten. Ist dagegen
die Palettenbestiickung zum Palettenkoordinatensystem definiert, so geniigt die Neu-
berechnung dieses Systems, um die Information iiber den Zustand der Roboterumgebung
aktuell zu halten.

Die Moglichkeit der Verkettung von Stellungsbeschreibung Verkettung von -en durch
einfache Matrixmultiplikationen ist einerseits sehr leistungsfihig, andererseits aber auch
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fehlertrachtig, wenn der Benutzer sich nicht stindig vollige Klarheit iiber die benutzten
Bezugsysteme schafft. FEine Verkettung von Stellungsbeschreibungen durch
Matrixmultiplikationen ist natiirlich nur dann sinnvoll und erlaubt, wenn die einzelnen
Koordinatensysteme sich direkt aufeinander beziehen.

Fir Fille, in denen keine Eindeutigkeit besteht, welches Bezugsystem der Stellungsangabe
zugrundeliegt, wird das Bezugskoordinatensystem als hochgestellter Index links iiber dem
Namen des Objektkoordinatensystems angegeben. Als Abkiirzungen benutzen wir B fiir
ein beliebiges Bezugsystem und BKS fiir das Basis- bzw. Weltkoordinatensystem.

: Eine multiplikative Verkniipfung von relativen Stellungsbeschreibungen ist nur dann
sinnvoll, wenn das Objektkoordinatensystem S, ; Bezugsystem fiir das nachfolgende
Objektkoordinatensystem S; ist.

n
formal: JTS; istsinnvoll < S;= Si1S; mitSy=B, 1<i<n
i=1
Fiir das Beispiel (vgl. Abb. 1.7) wurden folgende Werte gewahlt:
Das Objektkoordinatensystem S; sei durch eine Transformation ((3,3,0)T, Rz(90°)) aus
dem Bezugsystem B entstanden: BS,;
Das Objektkoordinatensystem S, sei durch eine Transformation ((-5.,-5,0)T, Rz(-180°))
aus dem Koordinatensystem S; entstanden: S1S,

Gesucht ist nun das Objektkoordinatensystem S, bezogen auf B: BS,.
Das Ergebnis der Berechnung

Bg,=Bs,+515,

ist der Abb. 1.7 zu entnehmen.
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(0 -1 0 3] X

1 003
0010

(001 0 8]
100 -2

2 2 10010

0 001

Abb. 1.7: Verkniipfung relativ definierter Stellungsangaben

Hiufig besteht auch das umgekehrte Problem: Bekannt sind die beiden absoluten
Stellungsbeschreibungen BS,; und BS, und gesucht wird die relative Stellungsbeschreibung
$1S,. Diese ist formal leicht zu bestimmen.

Aus B82 — BSI'SlsZ folgt le-l.BSZZSISZ.

Wir miissen hierzu die Inverse der homogenen Matrix BS; bestimmen. Ebenso wie die
Inversen der Rotationsmatrizen RX, Ry und Rz 146t sich auch die Inverse einer
homogenen 4x4-Matrix H formelméBig leicht angeben. Bezeichne h; die i-te Spalte der
Matrix H und R den linken oberen 3x3-Rotationsanteil von H, dann gilt:

-hh,
T
R -h_.¢h
ol 24
-heh,
0 0O 1

Der Nachweis, daB HeH"! = H-leH = 1 gilt, ist einfach zu fiihren.Im wesentlichen muf
dabei nur auf die Orthonormiertheitsbedingung von R zuriickgegriffen werden.

Interessant ist auch die geometrische Interpretation der Inversen. Es gilt
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le-l — SlB,

d.h. Bezugs- und Objektkoordinatensystem vertauschen ihre Rolle. Nun sehen wir auch,
daB die obige Bestimmungsgleichung

Slszz BSI-I,BS2

unserer angegebenen Verknilipfungsregel geniigt, wenn wir diese Beziehung fiir die
Inverse ausniitzen:

SlSZ = SIB’BSZ

Auf beiden Seiten ist das Bezugsystem S; und die multiplikative Verkniipfung auf der
rechten Seite ist sinnvoll, da sich BS, ja gerade auf B bezieht.

Berechnen wir noch fiir unser Beispiel in Abb. 1.7 die Inverse

BSl-l — SIB —

010-3
-100 3
0010 p
0001

so sehen wir, da3 das Ergebnis direkt aus dem Bild verifiziert werden kann.

Zerlegung homogener 4x4-Matrizen in Rotations- und Translationsanteile

Gelegentlich ist die Aufspaltung einer homogenen 4x4- T in ihren Rotations- und
Translationsanteil sinnvoll. Diese Aufspaltung hat folgendes Aussehen:

T=TtTR,

wobei Tt eine Transformationsmatrix ist, die nur den Translationsanteil von T enthilt, und
TR eine Transformationsmatrix darstellt, die nur den Rotationsanteil von T beinhaltet.

Beispiel:
(0 -1 0 8] (1 0 0 8] (0 -1 0 0]
1003 0103 1000
liefert: Tt= und TR =
0010 0010 0010
000 1 0001 000 1

Es ist klar, daf im allgemeinen T = TteTR # TReTt gilt, da die Matrizenmultiplikation
nicht kommutativ ist.

Die Aufspaltung von T zeigt, daB3 die Translation einer Transformationsmatrix immer im
urspriinglich vorliegenden Bezugsystem ausgefiihrt wird und nicht beziiglich des durch
den Rotationsanteil verdnderten Bezugsystems.
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Soll die Translation im verdnderten Bezugsystem durchgefiihrt werden, so mufl die
gesuchte Transformationsmatrix durch Multiplikation der Matrizen TR und Tt ermittelt
werden: T=TR-Tt.

1.2.4 Umrechnung homogener 4x4-Matrizen in duale 3x3-Matrizen

Der 3x3-Rotationsanteil der homogenen 4x4-Matrix wird unverdndert als Primérteil der
dualen Matrix Gibernommen: Dp;; =Hj, 1 <1,j<3.

Nach dem in Abschnitt 1.1.3 Gesagten beschreibt der Matrixspalte den Momentenvektor
der durch den Primaérteil als Orientierungsvektor gekennzeichneten Geraden. Ein
wesentlicher Vorteil des Momentenvektors im Gegensatz zu dem die Raumposition der
Geraden direkt wiedergebenden Lotvektor besteht darin, da er durch Kreuz-
produktbildung eines beliebigen Punktes der Geraden mit dem Orientierungsvektor der
Geraden gewonnen werden kann. Wir erhalten also, da der in der 4. Spalte der homogenen
4x4-Matrix enthaltene Raumpunkt als Ursprung des Koordinatensystems Bestandteil aller
3 Geraden ist, die gesuchten Sekundiarwerte durch:

(Dsy;, Dsy;, Ds3)T = (Hyy, Hyy , H3y)T x (Hy;, Hyp, Ha)T

Ein Beispiel fiir diese Umformung liefert der Vergleich von Bild 1.2 und Bild 1.4 .

1.2.5 Umrechnung dualer 3x3-Matrizen in homogene 4x4-Matrizen

Der Primirteil der dualen Matrix ist identisch mit dem 3x3-Rotationsanteil der
homogenen 4x4-Matrix:  H;; =Dp;;, 1 <1,j <3;

die 4. Zeile einer homogenen Matrix H hat immer die Form (0,0,0,1).

Es muB} also nur noch der Ursprung des zu beschreibenden Koordinatensystems bestimmt
werden. Dies ist moglich, indem der Schnittpunkt zweier durch die Spalten der dualen
Matrix D definierter Geraden bestimmt wird. Jede dieser Gerade 14Bt sich in
Parameterform beschreiben durch I1+A-0, AR (vgl. Abschnitt 1.1.3). In unserem Fall gilt
l; =0; x m; , wobei 0; der im Primérteil einer Spalte enthaltene Orientierungsvektor und m;
der im Sekundarteil enthaltene Momentenvektor ist.

Fiir den Schnittpunkt P zweier Geraden g; und g, gilt, sofern der Schnittpunkt existiert:
Il + }\,1'01 = |2 + }L2'02 .

Diese Gleichung ist mit 3 Zeilen, aber nur 2 Variablen A; und A, in der Regel iiber-
bestimmt; da fiir eine Stellungsbeschreibung dieser Schnittpunkt jedoch sicher existiert,
werden Ranganalysen fiir das lineare Gleichungssystem in A; und A, {berfliissig. Durch
Multiplikation mit dem Vektor 0, (Skalarprodukt der Vektoren) verschwindet A, und es
kann folgende Losungsformel hergeleitet werden:
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Il'01+7L1'01'01=|2'01+7L2'02'01
Mitllzolxml,(olxml)'olzo, 01'01:1und02'01=0 fOlgt
Ay =(0y xM,) * 0y

Wegen der Verwendung von 0, * 0; = 0 gilt diese Losungsformel von A; nur, wenn die
Geraden orthogonal sind, und deshalb 0, * 0, = 0 gilt !

Damit ergeben sich die restlichen gesuchten H-Werte:

(Hyy, Hyy , Hyy)T =0y xmy + (0 xmy) *0y) - 0y =
= (Dpy; » Dpy; » Dp3)" x (Dsyy , Dsy; , Ds3))t
+(((Dpyy » Dpyy » Dp3p)T x (Dsyy , Dsy, , Ds3y)T) * (Dpyy , Dpyy » Dp3p)T)
+(Dpy; » Dpyy > Dp3y)t

Diese Transformationsberechnungen werden am Beispiel der Bilder 1.2 und 1.4 explizit
vorgefiihrt:

Aus Bild 1.2 ist abzulesen: (Hy4 , Hyy , H3g)" = (uy, uy, u,)"

Die Losungsformel liefert mit den Zahlenwerten aus Bild 1.4:

(Hy4, Hyy, Hyp)'

= (Dpy; > Dpyy » Dp3p)T x (Dsy , Dsyy , Dsyp)t

+((Dpy2 , Dpyy » Dp3p)' x (Dsy5 , Dsy, , Ds3p)') * (Dpyy , Dpyy » Dpsy)')

- (Dpy; , Dpyy , Dps)”

=(0,0, —I)Tx(—uy , Uy, O)T + (0,1, O)Tx(—uz ,0, uX)T)°(O ,0, —I)T)‘(O ,0, —l)T
= (uy, uy, 0)T +((ug, 0, u,)T(0,0,-1)7)-0,0,-1)T

= (uy, uy, 0)T + (-u,)(0,0,-D" = (uy,uy, u)"

1.2.6  Operationen auf dualen 3x3-Matrizen

KoordinatentTransformation von Punktkoordinaten

Gegeben sei ein Punkt P=(p,, py, p,)7, der durch eine duale 3x3-Matrix D=Dp-+¢-Ds in
den Punkt P, transformiert werden soll. Da duale 3x3-Matrizen der Liniengeometrie und
nicht der Punktgeometrie zuzuordnen sind, ist eine Punkttransformation durch duale
Matrizen nur iiber Umwege mdglich; z.B. kann der Punkt P als Ursprung in ein
Koordinatensystem, dargestellt als duale 3x3-Matrix, eingebettet werden oder die duale
Transformationsmatrix wird in eine homogene 4x4-Matrix umgeformt. Mit der zweiten
Variante ergibt sich die vierte Spalte der zu D dquivalenten 4x4-Matrix H laut Abschnitt
1.2.5 zu

(Hyy, Hyy, Hy)T =
= (Dpy; > Dpyy , Dp3))T x (Dsy , Dsy; , Ds3)T
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+(((Dpy » Dpay , Dp3y)T x (Dsy, , Dsy, , Ds3y)T) * (Dpyy , Dpyy » Dp3p)?h)
- (Dpy; , Dpyy » Dp3p)?t

und die neuen Punktkoordinaten sind uber eine Transformation des Punktes P nach den
Regeln bei homogenen 4x4-Transformationsmatrizen gegeben durch

I)neu = H.(px’ pya Pz l)T = Dp.(px’ pya pz)T + (H14 ’ H24 > 1_134)T
= Dp*(py, Py» P,)" + (Dpy1 , Dpyy s Dps3p)T x (Dsyy , Dsy; , Ds3p)T
+(((Dpy , Dpyy , Dp3p)" x (Dsy , Dsy, , Ds3p)T) * (Dpyy , Dpyy » Dp3p)T)
- (Dpyy , Dpy; » Dps3p)T

Koordinatentransformation von freien en und GTransformation einer Raumgeraden

Ein freier Vektor v=(v,, vy, v,)T wird durch eine duale 3x3-Matrix D=Dp-+¢-Ds in vélliger
Analogie zu homogenen 4x4-Matrizen transformiert, d.h.

Vneu = Dp.v { = H'(VX7 Vy’ VZ’ O)T}

Eine Gerade g — dargestellt durch eine dualen 3x1-Vektor (gd,, gd,, gd )T, der den nor-
mierten Richtungsvektor (gdpy, gdpy, gdp,)" und das Moment (gds,, gds,, gds))T der
Geraden beinhaltet — wird durch eine duale 3x3-Matrix D=Dp+¢-Ds in folgender Weise
transformiert:

gneu = D'(gdxa gdya gdz)T =
= DP+(gdp,, gdp,, gdp,)" + &-{DP=(gds,, gds,, gds,)"+DS+(gdp,, gdp,, gdp,)"}

Der Nachweis, da3 die Formel fiir g, tatsdchlich die durch eine Transformation D aus
der Geraden g entstandene neue Gerade beschreibt, wird im nidchsten Abschnitt bewiesen;
g wird dazu als eine Spalte einer duale 3x3-Matrix in ein beliebiges Koordinatensystem
eingebettet.

Verknupfung von Stellungsbeschreibungen

Wie wir im folgenden zeigen, 148t sich die Verkniipfung von Stellungsbeschreibungen mit
dualen 3x3-Matrizen auf die Multiplikation dieser 3x3-Matrizen zuriickfiihren. Dabei
gelten hinsichtlich der Bezugsysteme die in 1.2.1 und 1.2.3 gemachten Aussagen. Wird
der Primirteil einer dualen 3x3-Matrix isoliert betrachtet, so zeigt sich die Identitdt mit
der 3x3-Rotationsinformation der homogenen 4x4-Matrix. Auch die Multiplikation bei
dualen Matrizen ist flir den Primérteil identisch mit der Multiplikation von 3x3-
Rotationsanteilen aus homogenen 4x4-Matrizen. Insofern gelten fiir den Primérteil der
dualen 3x3-Matrix alle fiir den Rotationsanteil der homogenen 4x4-Matrix
nachgewiesenen GesetzméBigkeiten (z.B. Orthonormiertheit invariant gegeniiber
Multiplikation). Es muBl lediglich noch gezeigt werden, dal durch die 3x3-
Matrixmultiplikation bei dualen Matrizen der resultierende Sekundérteil eine sinnvolle,
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d.h. eine der durch Stellungsverkniipfung neu entstandenen Stellung entsprechende
Aussage liefert.

Es seien F, G und H homogene 4x4-Matrizen mit der Eigenschaft:
FeG=H

Eine Aufspaltung von F in den 3x3-Rotationsanteil FR und den 3x1-Translationsanteil Ft
und von G in den Rotationsanteil GR und den Translationsanteil Gt fuhrt fir H = F-G
zum Rotationsanteil HR = FR*GR und zum Translationsvektor Ht = FReGt+Ft.

Bei einem Ubergang zu den zugehdrigen dualen 3x3-Matrizen DF (entspricht F), DG
(entspricht G) und DH (entspricht H) zeigt sich mit FeG = H sofort die Identitdt der
Primérteile von

DFp+DGp = FR+GR und DHp = HR = FR+GR.

Im folgenden wird die Gleichheit der Sekundérteile von DF*DG und DH nachgewiesen;
dazu ist entsprechend der Multiplikationsvorschrift fiir duale Matrizen (vgl. Abschnitt
1.1.3) zu zeigen:

(Primérteil von DF)+(Sekundérteil von DG) + (Sekundérteil von DF)¢(Primarteil von DG)
= Sekundérteil von DH

Entsprechend der Umformungsvorschrift von homogenen zu dualen Matrizen (Abschnitt
1.2.4) und mit f; und g; als Bezeichnung der Matrixspalten von FR und GR lautet obige
Gleichung:

FRe(Gtxg, Gtxg, Gtxgs;) + (Ftxf, Ftxf, Ftxf;)*GR

= ((FReGt+Ft)x(FR+g;) (FRGt+Ft)x(FReg,) (FR*Gt+Ft)x(FRgs))

Bei spaltenweiser Betrachtung 148t sich diese Matrixgleichung reduzieren zu
FRe(Gtxg;) + (Ftxf; Ftxf, Ftxf;)eg; = (FR-Gt+Ft)x(FR-g;) i=1,2,3

Das Kreuzprodukt zweier Vektoren Ftxv kann durch eine Matrix-Vektor-Multiplikation
Kev dargestellt werden, wobei die Matrix K als sogenannte Kreuzproduktmatrix [Glavina
85] des Vektors Ft folgende Form hat:

-0 Ft, Ft
K=| Ft, 0  -Ft
| P, Ft, 0 |

Es gilt:

(FReGt+Ft)x(FR+g;) = (FR*Gt)x(FR+g;) + Ftx(FR+g,) = FR+(Gtxg,) + K-FRg;
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= FRe(Gtxg,) + (Ftxf; Ftxf, Ftxfy)eq, i=1,2,3

Da FR eine Orthonormalmatrix ist, konnen Rotation und Kreuzproduktbildung
zweier Vektoren vertauscht werden: (FR*Gt)x(FReg;) = FR+(Gtxg;)

Hiermit ist die Aquivalenz der Sekundirteile gezeigt und damit der Nachweis erbracht,
daBl die 3x3-Matrixmultiplikation eine sinnvolle Verkniipfungsoperation fiir duale
Matrizen definiert.

Die Inverse einer dualen 3x3-Matrix D, die zur Darstellung eines kartesischen
Koordinatensystems verwendet wird, lautet:

D'1= DT

Zum Nachweis, daB DTeD = D+DT = E gilt, muB auBer auf die Orthonormiertheit des
Primérteils auch auf die Tatsache zuriickgegriffen werden, daf3 sich alle drei Geraden in
einem Punkt U schneiden.

a) DTeD=(DpT + &:Dsh)«(Dp + ¢:Ds) = DpT<Dp + &(DpT*Ds+DsT*Dp)

Primirteil DpTsDp = E wegen Orthonormiertheit des Primirteils Dp (vgl. Abschnitt
1.2.5)

Mit den Bezeichnungen 0; , m; und u fiir Orientierungs-, Momenten- und Ursprungs-
vektor und mit m; = Lotx0; = uxo; (vgl. Abschnitt 1.1.3) gilt fiir jedes Element s;; des
Sekundirteils DpTsDs+DsT+Dp:

sj = (i-te Primérspalte von D)+(j-te Sekundérspalte von D)
+ (i-te Sekundérspalte von D)e(j-te Primérspalte von D)
= 0;°(Ux0;) + (Ux0;)*0; = (0;%0;)*U - (0;x0;)*u = 0 [Brand 57]

Damit gilt: DTD = DpTDp + &(DpT+Ds+DsT+Dp) = E + £-0 = E
b) D<DT=(Dp + &:Ds)*(Dp’ + &:DsT) = Dp*Dp! + &-(Dp+Ds™+Ds*DpT)

Primirteil Dp*DpT = E wegen Orthonormiertheit des Primirteils Dp (vgl. Abschnitt
1.2.5)

s;j = 0 fur alle Elemente des Sekundérteils von D+DT wird analog zu a) iiber zeilen-
weisen Ansatz hergeleitet.
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1.2.7 Operationen auf dualen Quaternionen

Wie in Abschnitt 1.1.4 erldutert, kann durch eine duale Quaternion eine Drehung und eine
Schiebung beziiglich ein und derselben Achse dargestellt werden. Da fir die Roboterkine-
matik nur langen- und winkeltreue Abbildungen interessieren und zuséatzliche Abbildungs-
eigenschaften wie Streckung und Verzerrung fir dieses Anwendungsgebiet nicht bendtigt
werden, wird die weitere Betrachtung auf eine Untermenge der dualen Quaternionen
beschrankt. Dazu wird eine Norm N(DQ) Normfr duale Quaternionen DQ = (d , d, , d3,
d,) definiert durch

4
N(DQ) = > di

i=1
und die Menge der Einheitsquaternionen ausgezeichnet.

Eine Dualquaternion DQ mit N(DQ) = 1+¢-0 hei8t Einheitsq und kann immer in die Form
DQ = (cos(Dg), sin(Dg)n, , sin(De)-n, , sin(De)-ng) mit (n; , n, , ng)T als dualer
Einheitsgeraden umgeschrieben werden. DaR fir die duale - Gerade (n; , n, , ng)" immer
Werte existieren, so daB n,? + n,2 + ng?2 = 1+¢:0  (Einheitsgerade) gilt, folgt unmittelbar
aus N(DQ) = 1 und cos?(De) + sin’(Dp) = 1. Mit obiger Definition einer dualen
Einheitsgeraden garantiert die Bedingung N(DQ) = 1+&:0 sowohl die Normiertheit des
Richtungsvektors (Primarteil) als auch die Orthogonalitat zwischen Richtungsvektor und
Momentenvektor im Sekundarteil der Geraden und fugt sich somit nahtlos in die bisher
verwendete Darstellung von Raumgeraden ein.

Im Gegensatz zum sechsdimensionalen Beschreibungsvektor kann fur duale Quaternionen
eine sinnvolle Verknupfungsoperation definiert werden; allerdings handelt es sich hierbei
um eine sehr komplexe Verknupfungsvorschrift.

Verknupfung von Stellungsbeschreibungen

Zwei Dualquaternionen DQ, = (dq, , d,, , d3; , dgy) Und DQ, = (dy, , dop , d3p , dgp)
werden nach folgenden Regeln miteinander verknipft:

DQ,+DQy =( djz +dypy, dyg +dypy, d3g +dgp, gy + dgyy)

DQaDQy, = ( digdyp - (dog, U, Aga)*(dap, dap, dgp) T,
014°(dap, dap, gp) + dip(dg, d3g, Agg) + (g, dgg, gg)x(dop, dap, dgp) )

= ( dyqdyp - dpaUp - d3a:Ugp - dggrdap
Oy 0op + dypyUp, + U3a-Uyp - dgadap
d1a'd?>b + dlb'd3a + d4a'dzb - d2a'd4b )
Oy Uap + dypyUya + ApqeUap - 3z oy )
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Duale Quaternionen bilden einen Ring DQ(+,); die Menge der dualen
Einheitsquaternionen ist beziglich der Multiplikation wegen
N(DQ;°DQ,)=N(DQ;)*N(DQ,) abgeschlossen und somit eine Untergruppe von DQ. Die
multiplikative Verknupfung von Dualquaternionen beschreibt — von links nach rechts
gelesen — die Hintereinanderausfiihrung mehrerer Drehungen und Schiebungen, jeweils
bezogen auf das zuletzt bewegte Objektkoordinatensystem. Details zur
Verknupfungsvorschrift von Dualquaternionen finden sich in [Glavina 85].

Koordinatent von freien Vektoren und GTransformation einer Raumgeraden

Eine duale - Zahl d 188t sich als Dualquaternion (d, 0, 0, 0) darstellen. Definiert man die
zu DQ konjugierte K(DQ) durch Vorzeichenwechsel der letzten drei dualen Zahlen

K(DQ) = (dy ,-d; ,-d3 ,-dy),

dann ergibt sich die Norm N(DQ) - dargestellt als duale Zahl in Quaternionenstruktur —
durch N(DQ) = DQ*K(DQ) = K(DQ)*DQ, wobei N(DQ) von der Form (d, 0, 0, 0) ist.

Da 1 - als Quaternion (1, 0, 0, 0) verstanden - das neutrale Element der Quaternionen-
multiplikation darstellt, ergibt sich fur Einheitsquaternionen (mit N(DQ)=1) aus obiger
Gleichung die Standarddefinition flr inverse Elemente:

1=DQ-K(DQ) = K(DQ)-DQ

Die zur Einheitsquaternion DQ ilnverse einer Quaternion DQ kann daher durch
Konjugation bestimmt werden:

DQ1=K(DQ) falls N(DQ)=1

So wie die dualen Zahlen als Untermenge (d, 0, 0, 0) der Dualquaternionen aufgefalit
werden konnen, lassen sich Raumgeraden — bisher beschrieben durch einen dualenduale-r
Vektor (dg, , dg, , dgs)™ — als Teilmenge G = { g | g = (0, dg, , dg, , dgs)} der Dual-
quaternionen darstellen.

Die auf Einheitsquaternionen beschrankte Transformationsvorschrift "g' = DQegeK(DQ)"
(=DQeg*DQ1) bildet die Raumgerade g in die Raumgerade g' ab. In der Quaternionen-
darstellung DQ=(cos(Dg), sin(De):ny, sin(De)-n,, sin(Dep)-ns) beschreibt dabei
(ny, Ny, ng)T die Einheitsgerade im Raum, um die gedreht und entlang der geschoben wird,
und De = p + &5 gibt den halben Winkel p und die halbe Strecke s an, um die durch die
Einheitsquaternion DQ bewegt wurde. Der Beweis fiir diese Aussagen befindet sich in
[Glavina 85].

Die Transformation eines freien Vektors kann in die Behandlung von Raumgeraden einge-
bettet werden; da fur freie Vektoren lediglich die Orientierungsinformation, nicht aber die
Position von Bedeutung ist, gentigt der Unterring Q(+,%) der reellen Quaternionen. Ein
Vektor v=(vy, vy, v;) wird zur reellen Quaternion (0, vy, vy, V,) erweitert und durch die
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Abbildungsvorschrift "v' = QpeveK(Qp)" entsprechend der dualen Quaternion DQ =
Qp + & Qs transformiert.

KoordinatentTransformation von Punktkoordinaten

Eine sogenannte "Epsilon-Konjugation™ ist durch Vorzeichenwechsel in den Sekundar-
werten einer Dualquaternion definiert:

E(DQ) = (dp;-e-ds; , dp,-€-ds, , dpz-e-ds; , dp,-€:dS,).

Ein Punkt mit den Koordinaten P = (X; , X, , X3) wird durch eine duale Einheitsquaternion
DQ nach folgendem Verfahren in den neuen Raumpunkt P’ transformiert:

Dualquaternion DX:= (1, &X; , &Xy, €X3)
DX"= DQ*DX*K(E(DQ)) = (1, &X;', &X5', X3

Aus DX' kénnen die Koordinaten des neuen Punktes P' = (X', X,', X3") abgelesen werden.
Ein Beweis, dal} die oben definierte Abbildung die gewlinschte Bewegung (Rotation 2p
und Translation 2s um (n, , n, , ny)T) realisiert, findet sich in [Blaschke 60].

1.2.8 Umrechnung homogener 4x4-Matrizen in duale Quaternionen

Die Transformation einer homogenen 4x4-Matrix H Transformationeiner homogenen
4x4-Matrix in eine Dualquaternion DQ wollen wir hier tber die Verwendung von
Eulerwinkel zur Angabe der Orientierung durchfiihren; ein "direktes" Verfahren, bei dem
aus dem 3x3-Orientierungsteil RS der Matrix H die Rotationsachse (n; , n, , ng)™ und der
Winkel ¢ bestimmt werden, ist in [Paul 8la] erldutert; vor diese reelle
Rotationsquaternion muB dann noch die aus (Hy; , Hy, , Hgg)T resultierende duale
Translationsquaternion multipliziert werden.

Der in Abschnitt 1.2.2 vorgestellte Ansatz Rx(W2)*Rz(W3) = Rz(W1)1RS liefert die
Gleichungen

1.3: 0 = cos(W1)-H3 + sin(W1)-Hjg
2.3: -sin(W2) =-sin(W1)-H;3 + cos(W1)-Hys
3.3: cos(W2) = Hs;

1.2: -sin(W3) = cos(W1)-Hq, +sin(W1)-H,,
1.1:  cos(W3) = cos(W1)-Hqq +sin(W1)-H,, .

Die Eulerwinkel W1, W2 und W3 ergeben sich damit zu
W1 =ATAN2(H;3, -Hy3) bzw. W1 =0 (willkrlich) falls H;3=0 und H,3=0

W2 = ATAN2(Sin(W1)-Hys - cOS(W1)-Hys , Hag)
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W3 = ATAN2(-cos(W1)-H,, - sin(W1)-H,, , cos(W1)-H;4 + sin(W1)-Hy;)

. w1 W2 W3 .
Mitgy= 5", ¢:=— , ¢z:= 5 und d::\/H142+H242+H342 (Lange des Translations-

vektors) lassen sich die Translation und die einzelnen Rotationen Wi beschreiben durch
das Quaternionenprodukt

(cos(e-d/2) , sin(e-d/2)-Hya/d , sin(e-d/2)-Hy,/d , sin(e-d/2)-Hgy/d) «
(cos(ey) , 0, 0, sin(py)) * (cos(ey) , sin(e,) , 0, 0) * (cos(ez) , 0, 0, sin(ps))

Die Losung flr die gesuchte Quaternion DQ lautet also:

(1, e Hal2 , e Hpyl2 , £:H34/2) o

(cos(p1)-cos(¢y)-cos(3) - sin(py)-cos(py)sin(es) ,
c0s((1)-SiN((y)-cos(pz) + sin(p1)-sin(e,)-sin(es) ,
Sin(@4)-Sin(2)-cos((3) - €OS(P1)-SiN(P2)-sin(es) ,
sin(@1)-cos((y)-cos(@3) + €OS(1)-COS((7)-SIN(P3) )

1.2.9 Umrechnung dualer Quaternionen in homogene 4x4-Matrizen

Fur die Umrechnung einer Dualguaternion DQTransformationeiner Dualquaternion in
eine homogene 4x4-Matrix H greifen wir auf die im Abschnitt 1.2.7 definierten
Transformationsvorschriften fir Raumgeraden, freien Vektoren und Punkte zuriick und
bilden die Orientierungsvektoren x, y und z des Bezugsystems mittels der Quaternion DQ
in die zugehdrigen stellungsbeschreibenden Achsvektoren ab. Die ebenfalls definierte
Punkttransformation des Ursprungs liefert dann die noch ausstehende Information Gber die
4. Spalte der Matrix H. Da fir die ersten drei Spalten von H nur die Orientierung
ausschlaggebend ist, kann sich dort die Berechnung auf den Primarteil Qp der Quaternion
DQ beschranken (vgl. Bemerkung zur Transformation freier VVektoren).

Es qgilt:
(0, Hyy, Hyg, Hag) = (dpy . dpy . dpz, dpg)e(0, 1, 0, 0)+(dp, ,-dp, ,-dp3 ,-dp,)
(0, Hyp, Hyy, Hgp) = (dpy , dpy, dps, dpy)(0, 0, 1, 0)+(dp; ,-dp, ,-dp3 ,-dp,)
(0, Hyz, Hyz, Hag) = (dpy, dpy, dps, dp,)=(0, 0, 0, 1)+(dp; ,-dp, ,-dp3 ,-dpa)
(1, eHyy, eHyy, eHay) =(dy, dy, d3, dg)e(1,0,0,0)e

(dpq-g-dsq ,-dp,+e-ds, ,-dps+e-ds; ,-dp,+e-ds,)
(Ha1 . Hgp Hyz Hyy) =(0,0,0, 1)

Liegt die Quaternion DQ in der Form DQ = (cos(p+e-d), sin(o+e-d)-(ny+e:my , nyte-m,,
ns+e-mj3) ) vor, so lautet die homogene 4x4-Matrix H [Paul 81a, Rooney 78, Glavina 85]:
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Hyq = ny?(1-cos(2¢)) + cos(20)

Hip = nyny-(1-c08(20)) - nz-sin(2¢)

H1z = n3:ny:(1-cos(29)) + ny:sin(20)

Hy1 = nyny:(1-08(29)) + n3:sin(20)

Hy, = ny?(1-c0s(2¢)) + cos(20)

Ha3 = N3:ny:(1-c0s(29)) - ny-sin(2¢)

Hay = ny:n3(1-c0s(2¢)) - ny-sin(2¢)

Hsp = ny:n3:(1-c0s(29)) + ny-sin(20)

Hgs = ng?(1-cos(2¢)) + cos(20)

Hiy =ny-2:d + my:sin(2¢) + (ny:m3-n3:my)-(1-cos(20))
Hos = ny:2:d + mysin(2¢) + (N3:mq-ny-ms)-(1-cos(2¢))
Hss = N3:2:d + mg-sin(2¢) + (ny-my-ny:my)-(1-cos(2¢))
Hyy =0

Hyp = 0

Hy3=0

Hy=1

In volliger Analogie zur homogenen 4x4- lalt sich aus der Dualquaternion DQ die
zugehorige 3x3-Dualmatrix D ermitteln:

(0,Dy3,Dy,D3)=DQ#(0,1,0,0)K(DQ)
(0 , D12 , D22 , D32) = DQ‘(O , 0 , 1 , O)'K(DQ)
(0,D33,Dy3,D33) =DQ+(0, 0,0, 1)sK(DQ)

Der Einsatz von Dualquaternionen zur Stellungsbeschreibung eines Objekts und die
Verfahren zur Transformation in dquivalente Darstellungsformen werden im folgenden an
dem in Abb. 1.8 illustrierten Beispiel demonstriert.

Die Stellung des Objekts ergibt sich durch eine 90°-Drehung um die zur y-Achse
parallele, durch den Punkt (0, 0, 3)T laufende Achse (0-&-3, 1, 0)T und eine Schiebung
um 4 Einheiten entlang dieser Achse.
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Sobj = (c0s(90°/2+¢-4/2) , sin(90°/2+¢-4/2)-(0-¢-3, 1, 0))
= (co0s(90°/2)-g-4/2-sin(90°/2) , (sin(90°/2)+¢-4/2-c0s(90°/2))-(0-&:3, 1, 0))

= (21262, 3312 \B2+en3 , 0

Das Umrechnen der Quaternion Sqp,=(cos(90°/2+¢-4/2) , sin(90°/2+¢-4/2)-(0-e-3 , 1, 0))
in eine homogene 4x4-Matrix fiihrt unter Bertcksichtigung von U=(uy, uy, u,) = (-3, 4, 3)
direkt zu der in Bild 1.2 enthaltenen Stellungsbeschreibung. Dies zeigt, dal die in Bild
1.1, Bild 1.2, Bild 1.4 und Bild 1.8 beschriebenen Stellungen unter der Voraussetzung U =
(-3, 4, 3)7 identisch sind. Damit kann die oben angegebene Dualquaternion Sopj auch
durch eine Transformation der Beschreibungswerte aus Bild 1.1 bzw. Bild 1.2 gewonnen
werden. Entsprechend dem von uns beschriebenen Transformationsverfahren wird aus der
in Bild 1.2 enthaltenen homogenen Matrix die zugehdrige Eulerdarstellung ermittelt:

(-3, 4, 3,90°,90°,-90°).

y .
Obi Objektkoordinatensystem %bj

/U Zonjg—-|

X Obj 3

U=(3,4,3) T

e

4

: /

Bezugskoordinatensystem
X

SObj = (cos(90°/2+¢-4/2) , sin(90°/2+¢-4/2)-(0-¢-3 , 1, 0))
Abb. 1.8: Darstellung des Objektkoordinatensystems Sobj durch eine duale Quaternion

Ausgehend von diesen Werten erhalten wir nach Aufspaltung der dualen trigono-
metrischen Funktionen in der Verschiebungsquaternion das Quaternionenprodukt

(1,-s-%,s-z,g-g)-(lzé,o,o,lzé)-(ﬁ 2 0,0)-(32@0,0 2

2 2" 2
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2 Roboterkinematik

Folgende zwei grundlegende Fragestellungen treten in der Roboterkinematik auf:

*  Vorwirtsrechnung:
Hier wird bei gegebenen Gelenkeinstellungen die Effektorstellung beziiglich des
festgelegten Bezugsystems berechnet.

*  Riickwiértsrechnung:
Hier werden die zur Erreichung einer vorgegebenen Effektorstellung notwendigen
Gelenkeinstellungen ermittelt. Dazu wird im wesentlichen die aus der Vorwirts-
rechnung bekannte Matrix der Effektorstellung mit der gewiinschten Zielstellung
gleichgesetzt und diese kinematische Gleichung nach den Gelenkvariablen aufgeldst;
insofern ist die Vorwartsrechnung Voraussetzung fiir die Riickwértsrechnung.

Im allgemeinen fithrt die Riickwértsrechnung auf die Losung eines transzendenten
Gleichungssystems, das bekanntlich nicht immer geschlossen losbar ist. Im Gegensatz
dazu gelingt die Vorwirtsrechnung jedoch fiir alle n Ketten, insbesondere fiir alle
Roboterkonstruktionen.

Es werden deshalb zunéchst die Vorwértsrechnung und Ansitze zur Vereinfachung der
Riickwirtsrechnung behandelt; anschlieBend werden Losungsverfahren und Voraussetzun-
gen beschrieben, die eine Riickwirtsrechnungexplizite, d.h. geschlossene Losung der
kinematischen Gleichung erlauben. Diese Voraussetzungen geben auch dem
Roboterkonstrukteur Entwurfskriterien an die Hand, um fiir die Riickwértsrechnung
optimal geeignete und damit leicht steuerbare Roboter zu entwickeln. Die im Kapitel 2.3
vorgestellten Losungsverfahren zeichnen sich dariiberhinaus dadurch aus, daB3 die
zugehorigen Losungsformeln fiir die Gelenkgleichungen aus Polynomen vom Grad <2
abgeleitet werden konnen. Wie aus der Mathematik bekannt ist [Meyberg 75, Meyberg
76], existieren natlirlich prinzipiell auch geschlossene Losungen, wenn die Polynome vom
Grad < 4 sind. Diese Einschrinkung gegeniiber mehr mathematisch geprigten
Darstellungen [Pieper 69, Roth 76], bietet den Vorteil, da3 aus diesen Losungsfunktionen
noch detaillierte Aussagen liber das Gelenkverhalten getroffen werden konnen. Bei
Polynomen vom Grad > 4 muB ohnehin auf numerische Losungsmethoden
zuriickgegriffen werden, was wir, abgesehen von Spezialfdllen schon bei Polynomen vom
Grad > 2 empfehlen, da die geschlossene Losung hier keine Vorteile mehr bietet. Als ein
Beispiel fiir numerische Losungsverfahren wird in Kapitel 2.6 die inkrementelle , ein auf
iterativen Methoden basierendes differentielles, linearisiertes Verfahren zur Behandlung
der Riickwértsrechnung dargestellt.
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2.1 Theorie der Vorwartsrechnung

2.1.1 Prinzipielle Vorgehensweise

Um den Aufwand fiir die Vorwértsrechnung zu verringern, ist es wiinschenswert, eine fiir
alle Roboter geeignete Berechnungsmethode zu wéhlen. Das von Denavit und Hartenberg
[Denavit 55] entwickelte Verfahren (D-H-Verfahren) wird diesem Anspruch gerecht und
bietet dariiberhinaus noch den Vorteil, dal damit auch eine eindeutige Beschreibungs-
moglichkeit fiir die kinematischen Aspekte der Robotermechanik geschaffen wurde.

Zur Erleichterung der Berechnung der Effektorstellung werden kartesische Rechts-
koordinatensysteme als Zwischensysteme S; in jedes Robotergelenk G; gelegt und nur die
relative Stellung des Systems S;;; zum jeweiligen Vorgédngersystem S; ermittelt. Nach
einer Verkettung dieser Gelenksysteme ergibt sich dann die Effektorstellung im zugrunde-
gelegten Bezugsystem.

Durch die Einhaltung fester Regeln, der sogenannten Denavit-Hartenberg-Regeln (D-H-
Regeln), bei der Festlegung der Gelenkkoordinatensysteme ist gewahrleistet, daB jeder
Ubergang von einem Gelenk zum niichsten durch eine strukturell gleiche Transformation
(z.B. in Form einer homogenen 4x4-Matrix) beschrieben werden kann. In dieser Transfor-
mation treten auBler der Gelenkvariablen nur konstante, aus der mechanischen
Konstruktion des Roboters resultierende Werte auf.

2.1.2 Beziehungen zwischen benachbarten Gelenken

Festlegung der Gelenkkoordinatensysteme
Die im folgenden benutzten Bezeichnungen beziehen sich auf die Abb. 2.1.

Die Stellung der Gelenkkoordinatensysteme S;, 1 <i<n, wird durch die drei D-H-Regeln
festgelegt:

1. Die Achse z; des Systems S; wird in die Bewegungsachse des Gelenks G; gelegt. Thre
Richtung wird entsprechend der positiven Bewegungsrichtung des Gelenks G;
festgelegt.

2. Die Achse X; wird durch die (nicht immer eindeutig bestimmte) gemeinsame Normale
von z;_ | nach z; definiert.

3. Die Achse y; ist im Sinn eines kartesischen Rechtskoordinatensystems definiert durch
Y; = Z;xX;.

Bemerkungen zur zweiten Regel:

* Das System S, entspricht dem Basiskoordinatensystems BKS; die Achse z, ist
notwendig zur Bestimmung von X;.
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* Sind die Achsen z; ; und z; zueinander windschief, so wird durch die gemeinsame
Normale sowohl die Achse X; als auch der Ursprung U; des Systems S; eindeutig
definiert. Der Ursprung U; kann dann durchaus auferhalb des physikalischen
Robotergelenks liegen.

*  Schneiden sich die Achsen z; | und z; , so ist der Ursprung U, eindeutig definiert, die
Richtung der Achse X; (als Lot auf z,; und z;) ist jedoch innerhalb der zwei sich
bietenden Moglichkeiten frei wéhlbar.

*  Sind die Achsen z;_; und z; zueinander parallel, so ist die Achse X; eindeutig definiert
und der Ursprung U; ist frei wahlbar.

»  Fallen die Achsen z; | und z; zusammen (Identitdt mit Ausnahme der Richtung), so
sind sowohl die Achse X; als auch der Ursprung U; frei wihlbar.

f Translations- oder
Rotationsgelenk G

i

Roboterelement E
(durch Gelenk G bgwegt,
Basis fiir Gelenk G )1

e

e e

A7 i(festgelegt durch Gel  enkachse)

Zj A
¥
¢ |
o Z i+1 (festgelegt durch
7 Gelenkachse)
Lot U # x ;.1 Lot von
i+1 z; nach z i+\1
'
X

x j(festgelegtdurchz . 'indz

Abb. 2.1: Definition der Gelenkkoordinatensysteme

Das System S; ist dem unbeweglichen Teil des Gelenks G; korperfest zugeordnet, d.h.:
System S, = BKS und System S, sind statische Systeme (der Gelenkiibergang von S, nach
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S; ist konstant und enthdlt keine Gelenkvariable), eine Bewegung des Gelenks G; ,
1 <1i<n, verdndert alle Systeme S. , 1 <j <n, und das Effektorsystem Sg .

Transformation zwischen benachbarten Gelenken

Durch die D-H-Regeln ist gewéhrleistet, da3 das System S; , 0 <i<n, mit vier elemen-
taren Rotationen bzw. Translationen in das System S;.; tbergefiihrt werden kann,
unabhingig davon, ob es sich bei dem zugehdrigen Gelenk um ein Dreh- oder
Schubgelenk handelt oder einen konstanten Ubergang:

1. Rotation um die Achse z; mit §;: X; geht iiber in X;', das die Richtung von X;,; hat
(kurz: R(z;, 9;) )

d;: Winkel zwischen der Achse X; und der um die Achse z; im mathematisch
positiven Sinn gedrehten Achse X;

2. Translation entlang der Achse z; um n;: X;' geht iiber in X", das auf der Lotgeraden
von z; nach z;,; liegt ( kurz: T(z;, n;))

n;: Abstand des Schnittpunktes von Achse z; mit der Lotgeraden von z; nach z;,
vom Ursprung U;

3. Translation entlang der Achse X" bzw. X;;; um 1;: X;" geht iiber in X;,, der Ursprung
U,,, ist festgelegt als Schnittpunkt von z;,; mit dem Lot von z; nach z;,
(kurz: T(x;, 1))

l;:  Lénge der gemeinsamen Normalen der Achsen z; und z;,,
4. Rotation um die Achse X;;; mit o;: z;' geht tiber in z;,; ( kurz: R(X; , o;) )

o;: Winkel zwischen der Achse z; und der um die Achse X;,; im mathematisch

positiven Sinn gedrehten Achse z;,

Die Auswirkungen dieser vier Transformationen lassen sich zu einer Stellungsangabe
D; ;1| zusammenfassen:

Diiv1 = Z*Xis1 5
wobei Z, die Rotation (1.) und Translation (2.) beziiglich der z-Achse und
X, die Translation (3.) und Rotation (4.) beziiglich der x-Achse wiedergibt.

Darstellung als homogene 4x4-Matrizen

Als homogene 4x4-Matrizen haben Z; und X;,; folgende Form:
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[ cos(8;) -sin(8;) O 0 7 1 0 0 1, 7]
sin(d;) cos(d;) 0 O 0 cos(a;) -sin(a;) 0
Zi= 0 0 I n; Xiv1 = 0 sin(a;) cos(o;) O
0 0 0 1 0 0 0 1

Die Wahl des Index "i+1" bei X;,; soll verdeutlichen, daB3 die Translation um I, entlang
der x;, ;-Achse und die Rotation um o; um die x;,-Achse erfolgen.

[ cos(8;) -sin(8;)-cos(ay) sin(;)sin(ay)  1i-cos(8;) ]
sin(d;) cos(d;)-cos(a;) -cos(d;)-sin(a;) 1-sin(d;)

Damit wird D; ;,; =
0 sin(a;) cos(a;) n;

0 0 0 1 -

Darstellung als duale 3x3-Matrizen
Als duale 3x3-Matrizen haben Z; und X,,; folgende Form:
[ cos(8;)-e'm;sin(d;)  -sin(3;)-em;cos(8;) 0 ]
7 = sin(d;)+em;cos(d;) cos(d;)-em;sin(s;) 0

0 0 1

1 0 0

| 0 cos(a;)-¢lysin(oy) -sin(o;)-¢1;-cos(ar;)
Xiv =

0 sin(o;)telicos(a;) cos(ay)-e1;sin(a;)

Werden Rotation 9; und Translation n; zur n Zahl 8n; = §; + &m; und o; und [; zu al; = o; +
el; zusammengefalit, dann lassen sich obige Dualmatrizen vereinfacht und in volliger

Analogie zum Rotationsanteil der homogenen 4x4-Darstellung aufschreiben als:

[ cos(dn;) -sin(ém;) 0 7] 1 0 0
7. —| sin(dn;) cos(dny) 0 X\ = 0 cos(al)) -sin(al)
0 0 1 0 sin(al) cos(al;)

Diese vereinfachte Schreibweise — die durch die Verwendung des Momentenvektors statt
des Lotvektors moglich wird — darf jedoch nicht dariiber hinwegtéduschen, dal3 spatestens
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dann, wenn eine Aussage liber den Ursprung eines Objektkoordinatensystems gemacht
werden soll, die dualen Zahlen in ihren Primir- und Sekundérteil aufgespalten werden
miissen, so dal} der Rechenaufwand hierdurch nicht reduziert wird.

Darstellung als duale Quaternionen

Als duale gen haben Z; und X;;; unter Verwendung der dualen Zahlen om; und al;
folgende Form:

Z, =(cos(dn/2), 0,0, sin(én,/2)T
X..1= (cos(ali/2) , sin(al/2) , 0, 0))T
Fiir die Multiplikation D; ;, = Z;*X, ergibt sich dann:

Dii+1 = (cos(dn;/2)-cos(aly/2) , cos(dn;/2)-sin(al;/2) , sin(on;/2)-sin(al;/2) ,
sin(8m;/2)-cos(al;/2) )T

Unterscheidung von Dreh- und Schubgelenken

Wird nun die Matrix Z; speziell unter dem Gesichtspunkt der verschiedenen Gelenkarten
(Dreh- und Schubgelenk) betrachtet, so zeigt sich folgender Unterschied:

*  Bei Drehgelenken setzt sich der Drehwinkel 8; aus einem konstanten Winkel 3; und
der Gelenkvariablen d. zusammen: §; = 9; + d;
Der konstante Winkel 3; dient dazu, beziiglich der Nullstellungen der Gelenke die
Achse X; in die Achse X;, liberzufiihren.

*  Bei Schubgelenken setzt sich die Translationsgrofle n; aus einem konstanten Wert h;
und der Gelenkvariablen t; zusammen: m;=h; +t;
h; entspricht dem Abstand zwischen Ursprung U; und dem Schnittpunkt der Achse z;
mit der Normalen von z; nach z;,; bei Nullstellung des Gelenks G; .

Die fiir die Matrix X;,; bestimmenden Gréfen I; und o, sind immer Konstanten, die durch
die Konstruktion des Roboters festgelegt sind.

Damit bezeichnet das Vierertupel (9;+d; , h; , 1 , a;) den Ubergang vom System S; ins
System S;; fiir ein Drehgelenk und (;, hi+t;, I;, a;) den Ubergang fiir ein Schubgelenk
Fir (§; , n;, I, ;) wird von der Gelenkart im Zuge der mathematischen Bearbeitung
abstrahiert; die zugehorige allgemeine (entweder d; oder t;) wird mit v; bezeichnet.

Die beiden aus den D-H-Regeln abgeleiteten Vierertupel (3;+d;, h;, I;, o;) und

(9, hi+t; , 1, , ;) geniigen zur eindeutigen Beschreibung von Robotern in der Roboter-
kinematik; im weiteren Verlauf werden deshalb Roboter mit n Gelenken durch die n
zugehorigen Vierertupel (D-H-Parameter) charakterisiert.
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2.1.3 Berechnung der Effektorstellung

Um nun die Effektorstellung im Basiskoordinatensystem BKS berechnen zu konnen,
geniigt es, die relativen Stellungsbeschreibungen D; ;. = Z;*X;,; multiplikativ zu ver-
kniipfen. Damit ist fiir die Berechnung der Effektorstellung im wesentlichen das Produkt
P der relativen Stellungsbeschreibungen von Interesse [Lee 82, Paul 81b]:

n
P= HZi'XiH
i=0

Um eine fiir alle Roboterkonstruktionen und Effektorformen giiltige Berechnungsmethode
zu erhalten, muf3 das Produkt P eventuell noch um einen konstanten Systemiibergang TR
erweitert werden. Durch die oben beschriebene Transformation Z;*X;,; kann nur die Lage
einer Achse (in unserem Fall der Achse z;,,) eindeutig festgelegt werden. Das Erreichen
eines exakt definierten Punktes auf der Achse z;; als Ursprung U,;,; kann i.a. mit den
D-H-Regeln nicht erzwungen werden. Dies wirft lediglich dann ein Problem auf, wenn
das  Effektorkoordinatensystem Sp  nicht frei wéhlbar ist, sondern aus
anwendungsbezogenen Griinden bereits festgelegt wurde. Um den Ursprung U, des aus
den D-H-Regeln resultierenden Systems S, ,; mit dem Ursprung Uy des Effektorsystems
Sg in Deckung zu bringen, muf3 u.U. das System S,,; um eine konstante Translation Tg
entlang der Achse z,| verschoben werden.

Da die x-Achse des Effektorkoordinatensystems nicht als Normale auf z; und die letzte
Gelenkachse z,, definiert sein muf3, kann es auch passieren, dafl die Orientierung des
Effektorkoordinatensystems Sg durch die letzte Transformationsmatrix D, ,,; nicht
erreicht wird. Deshalb wird, ausgehend von der vorgegebenen Achse zp , ein zusitzliches
Zwischensystem S, entsprechend den D-H-Regeln definiert. Der Ubergang von System
S, zum System S,; ist dann durch die Transformation Z X ., darstellbar und der
Ubergang vom System S, ., zum System S, ldBt sich durch eine weitere, konstante Trans-
formation erreichen, die aus der Translation Ty entlang der Achse zg (=Achse z,{) und
einer Rotation um die Achse zp besteht.

.cos(SE) -sin(SE) 0 0 -

sin(8,.) cos(89.) 0O O
TR=| ° :

0 0 lhE

0 0 0 1

mit hg = Abstand zwischen Ursprung U, ,; und Ursprung Ug
9 = Winkel zwischen der Achse X,;; und der Achse Xg
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Auf die Darstellung der konstanten Transformationsmatrixkonstante - TR in Form einer
dualen 3x3-Matrix und einer Dualquaternion wollen wir hier verzichten, da diese
Umwandlung schon an mehreren Beispielen gezeigt wurde.

Die Effektorstellung, bezogen auf ein beliebig vorgegebenes Basiskoordinatensystem

BKS = S, und bei beliebig gewihltem Effektorkoordinatensystem Sg, ergibt sich dann
durch die Multiplikation der aus den D-H-Parametern gewonnenen Ubergangsbeschrei-
bungen der Zwischensysteme S; und der Transformation TR und kann als Funktion F der

n
allgemeinen n Gelenkvariablen v; verstanden werden: BKSEffektor = [H(foiﬂ)}

i=0
*TR=F(vy,...,vp)

2.1.4 Vereinfachungen und Sonderféalle bei der Vorwartsrechnung

Sind zwei parallele Rotationsachsen des Roboters aufgrund der mechanischen
Konstruktion unabhingig von den eingestellten Gelenkvariablen zueinander parallel, so
lassen sich die Formeln fiir die Effektorstellung durch ein Zusammenfassen der Winkel d;
und §; zu 8;+8; bzw. a; und o zu oyt verkiirzen; bei gleichen Gelenkdrehrichtungen gilt
der Plusoperator, bei entgegengesetzt drehenden Gelenken gilt Minus. Der eigentliche
Vorteil dieser Vereinfachung zeigt sich erst bei der Riickwirtsrechnung, fiir die
Vorwirtsrechnung werden dadurch in der Regel nur einige Multiplikationen und
Additionen eingespart.

Haufig gibt es bei Robotern Sonderkonstruktionen, die als statische statisches Gelenke
bezeichnet werden. Bei der bisher geschilderten Betrachtungsweise verdndert eine (Dreh-)
Gelenkbewegung die Orientierung und die Position aller nachfolgenden Roboterelemente,
die Nullstellung eines Robotergelenks ist im D-H-Verfahren daher immer beziiglich der
aktuellen Lage des Vorgingerelements definiert. Verdndert nun — bedingt durch die
spezielle Mechanik des Roboters — ein Rotationsgelenk G; die Orientierung eines (zur
Rotationsachse nichtparallelen) Nachfolgerelements E; nicht, so wird das Gelenk G;j als
statisch bezlglich des Gelenks G; bezeichnet. Dies muf3 durch eine Substitution der
Gelenkvariablen d; durch di+d; im D-H-Verfahren berticksichtigt werden.

Gj 3

Eine Bewegung des Gelenks G, 1dBt E5 in seiner Orientierung unveréndert.
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d; = dsg, = d;-d, bei gleichgerichteten Gelenkachsen
d; = dsg,, = d31d, bei entgegengesetzten Gelenkachsen

Abb. 2.2: Statische Gelenke

Fir den héufigen Sonderfall statischer Gelenke, deren parallele Rotationsachsen
zwangsldufig parallel sind, ergibt sich auch bei der Vorwértsrechnung einen wesentlichen
Vorteil. Durch die Substitution von d; durch d; ¥ d; und die Zusammenfassung von d; und
d; zu dd; ergibt sich als Resultat der Winkel +d; allein.

2.1.5 Optimale Null-Lagen der Robotergelenke

Prinzipiell sind die Null-Lagen der Robotergelenke und ihre positive Bewegungsrichtung
frei wéhlbar. Erscheint es giinstig, so konnen bei der Wahl der auch mechanisch
unzuldssige Gelenkstellungen gewéhlt werden. Dies hat lediglich zur Folge, dall eine
solche Nullstellung des Gelenks im realen Betrieb nie angefahren werden kann.

Eine spezielle, fir den Benutzer einprigsame Wahl der Null-Lagen ist nur dann
notwendig, wenn der Roboter vorwiegend in Gelenkkoordinaten angesteuert werden soll.

Soll die Steuerung jedoch in kartesischen Koordinaten erfolgen, dann ist es sinnvoll,
durch eine geeignete Wahl der Null-Lagen im Zuge des D-H-Verfahrens den (Rechen-
)Aufwand bei der Bestimmung der Transformationsmatrizen D; ;,; zu vereinfachen. Dazu
dient folgendes Verfahren:

1) Die Achse X, ist — als Normale von der Achse z, des Basiskoordinatensystems auf die
Achse z; — definiert bzw. fiir z, = z; beliebig wahlbar. Im zweiten Fall empfiehlt es
sich, die Achse X; als Normale von der Achse z; zur Achse z, zu wihlen. Dies hat zur
Folge, daB bei einem Translationsgelenk G; der Winkel 3,=0 bzw. bei einem
Rotationsgelenk G die Verschiebung h;=0 wird.

2a) Das Gelenk i sei ein Drehgelenk, 1 <i<n:
Das Gelenk 1 wird in solch eine eventuell mechanisch nicht erreichbare Stellung
gebracht, da3 die Normale von der Achse z; zur Achse z;,, parallel und
gleichgerichtet mit der Achse X; ist (X; ist definiert durch die Achsen z;_; und z;).

Effekt: Statt bei jedem Systemiibergang die Achse X; durch eine Drehung um 9, auf
die Normale auszurichten, dreht man bei der Bestimmung der optimalen Null-Lage
die Normale zur Achse X; hin, so dafl der Winkel 3; = 0 wird.

2b) Das Gelenk i sei ein Schubgelenk, 1 <i<n:
Das Gelenk 1 wird in solch eine eventuell mechanisch nicht erreichbare Stellung
gebracht, dafl der Schnittpunkt der Achse z; mit der Normalen von der Achse z; zur
Achse z;,; und der Koordinatenursprung U; zusammenfallen.

Effekt: Die Verschiebung h; wird Null.
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2c) Bei Wahlfreiheit der Achse X;,; , 1 <1<n, d.h. falls die Achsen z; und z;, parallel
bzw. bis auf die Richtung identisch sind, kann beim Schubgelenk G; eine beliebige
Null-Lage gewidhlt werden, weil sich diese Festlegung durch die Wahlfreiheit der
Achse X; ausgleichen 1a6t.

2d) Fiir ein Drehgelenk G; ergibt sich die Wahlmdglichkeit nur bei Identitét (bis auf die
Richtung) der Achsen z; und z;, .
Analog zu Punkt 1) kdnnen auch hier durch geeignete Definition der Null-Lage von
Gelenk G; weitere Parameter zu Null gemacht werden.

Wird die zweite Regel fiir alle Gelenke G; , 1 <1<n, durchgefiihrt, so verschwinden die
Konstanten 8; und h; aus allen Transformationsmatrizen D ;;; und es ergeben sich die

D-H-Parameter in ihrer : (d;, h;, 1, o) bzw. (95, ,a;).

2.1.6 Beispiel: Berechnung der Effektorstellung des ASEA-IR B6 mit
Knickhand

& b
/ —
—— . ol

T e
P

Zy

Abb. 2.3: Industrieroboter ASEA-IR B6

Die charakteristischen Werte des ASEA-IR B6 wurden aus [Heindl 83] entnommen.

Gelenk d; n; 1, o
1 d, 0 0 90°
2 d, 0 L, 0°

3 d(d) 0 L, 0°
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4 dg(-dz) 0 0 -90°

5 ds -Ly 0  -90°+k° (Knickhand)
6 dg -Lg 0 -90°

TR -90° Lg 0 0°

z

E
Abb. 2.4: Festlegung der Gelenkkoordinatensysteme des ASEA-IR B6 in optimaler Nullstellung

Bemerkungen:

*  Die Gelenke 2 und 3 verdndern die Orientierung der nachfolgenden Roboterelemente
nicht, d.h. Gelenk 3 ist statisch beziiglich Gelenk 2 und Gelenk 4 ist statisch
beziiglich Gelenk 3. Wie im Abschnitt 2.1.4 beschrieben, miissen deshalb die
Variablen d; der statischen Gelenke G; beim D-H-Verfahren substituiert werden
durch:

d3s=d; - dy
dys =dy-d3 (=ds-dzs-dy)
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Die Variablen d; und d, in der Tabelle der charakteristischen Werte werden durch die

Variablen dsq und dg ersetzt.

*  Das Basiskoordinatensystem BKS wurde optimal gewahlt:
BKS =S, d.h. daB der Ubergang Z*X, verschwindet und h;=0 wird.

Die D-H-Parameter des ASEA-IR B6 ergeben unter Berlicksichtigung der statischen

Gelenke folgende Transformationsmatrizen:

1,2

2,3

3.4

4,5

'cos(dl) 0 sin(d,) 0]

sin(dl) 0 -cos(dl) 0

-cos(dz) sin(d,) 0 Ll-cos(dz)'
sin(dz) cos(d2) 0 L1~sin(d2)

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 1
0 0 0

cos(d4-d3) 0 -sin(d4-d3) 0

sin(d4-d3) 0 cos(d4-d3) 0

cos(d3-d2) -sin(d3-d2) 0 L2-cos(d3-d2)

sin(d3-d2) cos(d3-d2) 0 Lz-sin(d3-d2)
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[ cos(ds) -sin(ds)-sin(k) -sin(ds)-cos(k) 0 ]
sin(ds) cos(ds)-sin(k) Cos(ds)'cos(k) 0
Ds6=
’ 0 -cos(k) sin(k) -LH
|0 0 0 1
cos(d6) 0 sin(d6) 0
S sin(d6) 0 —cos(d6) 0
6,7 )
0 1 0 L6
| 0 0 0 1]
[0 1 0 0]
-1 0 0 O
TR =
0 0 1 L.
0 0 0 1

Damit ergibt sich fiir den ASEA-IR B6 folgende homogene 4x4-Matrix
n

M=[]D;;+1*TR
i=0

als BeschreibungBerechnung der Effektorstellung:

M, = - cos(d;)-cos(d,)-sin(ds)-cos(k) - sin(d;)-cos(ds)-cos(k)
- cos(d)-sin(d,)-sin(k)

M|, = cos(d;)-cos(dy)-(cos(ds)-cos(dg) - sin(ds)-sin(dg)-sin(k))
+ cos(d;)-sin(d,)-sin(dg)-cos(k)
- sin(d;)-(sin(ds)-cos(dg) + cos(ds)-sin(dg)-sin(k))

Mz = - cos(d;)-cos(dy)-(cos(ds)-sin(dg) + sin(ds)-cos(de)-sin(k))
+ cos(d;)-sin(d,)-cos(dg)-cos(k)
+ sin(d;)-(sin(ds)-sin(dg) - cos(ds)-cos(dg)-sin(k))

M, = cos(d;)-cos(dy)-(-Lg:(cos(ds)-sin(dg) + sin(ds)-cos(dg)-sin(k))
+ Lg sin(ds)-cos(k))
- sin(d;)-(-Lg*(sin(ds)-sin(dg) - cos(ds)-cos(de)-sin(k)) - L-cos(ds)-cos(k))

46
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- cos(d;)-sin(dy)-(-Lg-cos(dg)-cos(k) - Lgsin(k) - L)
+ cos(d;)-(L;-cos(d,) + L,-cos(ds)

M,, =  -sin(d;)-cos(dy)-sin(ds)-cos(k) + cos(d;)-cos(ds)-cos(k)
- sin(d;)-sin(d,)-sin(k)

M,, = sin(d;)-cos(dy)-(cos(ds)-cos(dg) - sin(ds)-sin(dg)-sin(k))
+ sin(d;)-sin(d4)-sin(dg)-cos(k)
+ cos(d;)-(sin(ds)-cos(dg) + cos(ds)-sin(dg)-sin(k))

M,; = -sin(d;)-cos(ds)-(cos(ds)-sin(dg) + sin(ds)-cos(dg)-sin(k))
+ sin(d,)-sin(d,)-cos(dg)-cos(k)
- cos(d;)-(sin(ds)-sin(dg) - cos(ds)-cos(dg)-sin(k))

M,, = sin(d;)-cos(dy)-(-Lg (cos(ds)-sin(de) + sin(ds)-cos(dg)-sin(k))
+ Lg-sin(ds)-cos(k))
- cos(d;)-(Lg-(sin(ds)-sin(dg) - cos(ds)-cos(dg)-sin(k)) + L4 cos(ds)-cos(k)
+ sin(d,)-sin(d,)-(Lg-cos(dg)-cos(k) + Le-sin(k) + L)
+ sin(d;)-(L;-cos(d,) + L, cos(ds))

Mj, = - sin(dy)-sin(ds)-cos(k) + cos(d,)-sin(k)
M;, = sin(d,)-(cos(ds)-cos(dg) - sin(ds)-sin(dg)-sin(k)) - cos(d,)-sin(de)-cos(k)
M3 = -sin(dy)-(cos(ds)-sin(dg) + sin(ds)-cos(dg)-sin(k)) - cos(d,)-cos(dg)-cos(k)

M3, = sin(dy)-(-Lg:(cos(ds)-sin(dg) + sin(ds)-cos(dg)-sin(k)) + L sin(ds)-cos(k))
- cos(dy)-(Lg-cos(dg)-cos(k) + Lgsin(k) + Lyy) + Ly-sin(d,) + L,-sin(ds)

Im Gegensatz zu den Transformationsmatrizen Z; und X, ; , fiir die die duale
Darstellungsform durch Einfiihrung eines dualen Winkels direkt aus der homogenen
4x4-Matrix gewonnen werden konnte, funktioniert dieses Verfahren bei der hier
vorliegenden Effektorstellung nicht mehr. In der Berechnung der Effektorstellung wurden
bereits bei der Aufstellung der einzelnen Transformationsmatrizen D; ;,; die Zahlenwerte
fiir die Winkel «; eingesetzt, so daB3 o; formelméBig nicht mehr in Erscheinung tritt. Aus
dem Verschwinden der o folgt aber nicht das Verschwinden der dualen Gréfle al; , wie
das folgende Beispiel deutlich zeigt:

Sei a=0°,al=a+el=0°+¢15
Wegen a=0° verschwindet sin(a.), nicht jedoch sin(al) = sin(a) + &-l-cos(a) = 0° + €15

Daher muB3 die Effektorstellung des ASEA-IR B6 in dualer Form explizit durch Multipli-
kation der einzelnen dualen 3x3-Transformationsmatrizen berechnet werden; analoges gilt
fiir die Form in Dualquaternionen.
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Mit Hilfe der Vorwirtsrechnung wurde die Roboterfunktion F(vy,...,v,) ermittelt, die die
Effektorstellung BXSEffektor bei vorgegebenen Gelenkvariablen v; ermittelt. Sehr viel
héufiger stellt sich die Frage, welche Werte die Gelenkvariablen v; annehmen miissen,

damit eine bestimmte Effektorstellung, im folgenden mit Zielstellung BXSZiel bezeichnet,
erreicht wird. Die Bestimmungsgleichung fiir die Gelenkvariablen v;, 1<i<n, die

sogenannte kinematische Gleichung, heif3t also:

F(vy,o.vy) = DO,l'[ﬁ(Zi(Vi)'Xiﬂ)] * TR = [ﬁ(zi'xiﬂ)] * TR =Ziel

i=1 i=0

Die Aufgabe der Riickwirtsrechnung besteht nun genau in der Losung dieser
kinematischen Gleichung. Im Gegensatz zur Vorwértsrechnung, die fiir alle Roboter nach
einem fest vorgegebenen Algorithmus, dem D-H-Verfahren, durchgefiihrt werden kann,
existiert fiir die Riickwértsrechnung kein allgemeines Verfahren, mit dem fiir alle Roboter
explizite Losungsformeln fiir die Gelenkvariablen gewonnen werden konnen. Um
iiberhaupt einen systematischen Zugang zur Losung der kinematischen Gleichung zu
finden, ist es sinnvoll, Vereinfachungen der kinematischen Gleichung vorzunehmen,
sowie einige Séitze und Definitionen bereitzustellen.

2.2.1  Vereinfachungsmaglichkeiten fur die Rickwartsrechnung

Im Rahmen der Riickwirtsrechnung wird bei Drehgelenken statt dem Drehwinkel §; nur
die Variable d; und bei Schubgelenken statt der Grofle m; nur die Variable t; benutzt.
Wurde die Null-Lage des betrachteten Roboters nicht optimal gewéhlt und treten deshalb
neben den Gelenkvariablen noch die konstanten Werte 9; bzw. h; auf, dann kdnnen nach
der Ermittlung der Gelenkvariablen d; bzw. t; die Substitutionen "d; wird ersetzt durch
di+39," bzw. "t; wird ersetzt durch t;+h," vorgenommen werden.

Ebenso fiihrt die bei der Vorwirtsrechnung schon erwihnte Moglichkeit, Variablen
paralleler parallele Rotationsachsen zu einer Variablen zusammenfassen zu konnen (vgl.
Abschnitt 2.1.4), zu einer Vereinfachung der kinematischen Gleichung.

Die kinematische Gleichung kann dadurch weiter vereinfacht werden, daf3 die konstanten
Randoperanden Zy*X; und X, ;*TR auf die rechte Gleichungsseite gebracht und mit der
Zielstellung zusammengefa3t werden. Aufgrund der Kommutativitdt von Rotation und
Translation beziiglich der gleichen Achse kann fiir die neuen Randoperanden Z; und Z,
der konstante Translationsteil T(z;, h;) bzw. Rotationsteil R(z;, 9;) fiir Rotations- bzw.
Translationsgelenke nach auflen gezogen, auf die rechte Gleichungsseite gebracht und
ebenfalls mit der Zielstellung zusammengefalit werden. Damit ergibt sich fiir die
Standardform der ecine modifizierte Zielstellung W. Die verkiirzte linke Gleichungsseite,
die alle sechs zu bestimmenden Gelenkvariablen enthélt, wird mit M abgekiirzt. Somit
erhalten wir die kinematische Grundgleichung: M=W
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Betrachten wir als Beispiel die nicht abgekiirzte Notation der kinematischen
Grundgleichung fiir den Fall, daBB G; und G, Rotationsgelenke sind:

n-1
R 1 (Zl =d1)'X2'H(Zi'Xi+1)' Rn(Zn,d.n) = (Z()'X 1 'Tl(Zl,hl))- 1 'Ziel’(Tn(Zn,hn)'Xn+1'TR)_l
=2

Wir bezeichnen die so erhaltene kinematische Grundgleichung als einen Ansatz zur
Losung der kinematischen Gleichung. Weitere Ansétze zur Losung der kinematischen
Gleichung kénnen dadurch gewonnen werden, da3 weitere Randmatrizen auf die rechte
Seite gebracht werden. Es kann zum Beispiel sinnvoll sein, nachdem bereits die
Gelenkvariable v, bestimmt wurde, die v, enthaltende Matrix mit der bekannten Matrix W
auf der rechten Seite der Gleichung zusammenzufassen.

Diese durch Invertierung von Matrizen gewonnenen neuen Ansdtze haben eine
Verdnderung von - und Zielsystem zur Folge. Das Bezugsystem ist also nicht mehr das
Bezugskoordinatensystem BKS, sondern das Koordinatensystem, auf das sich das linke
Randkoordinatensystem im neuen Ansatz bezieht. Ebenso ist das Zielsystem nicht mehr
das Effektorkoordinatensystem Sg, sondern das rechte Randkoordinatensystem im neuen
Ansatz.

Beispiel: In der obigen kinematischen Grundgleichung wiére also das fiir R;(z;,d;) zugrun-
deliegende Koordinatensystem das neue Bezugsystem und das durch R (z,,d,) erreichte
Koordinatensystem das neue Zielsystem.

Durch geeignete Umformung der kinematischen Grundgleichung sind wir also immer in
der Lage, fir beliebig vorgegebene Bezug- und Zielsysteme den zugehdrigen Ansatz
aufzustellen. Auf dieser Moglichkeit setzen im wesentlichen die in Kapitel 2.3 und 2.4
beschriebenen Verfahren zur expliziten Losung der kinematischen Gleichung auf.

2.2.2 Klassifikation von Roboterkonstruktionen und Zielvorgaben

Da kein fiir alle Roboter giiltiges Verfahren zur Herleitung einer expliziten Losung der
kinematischen Gleichung existiert, wird in Kapitel 2.3 und 2.4 nach Klassifikations-
kriterien gesucht, die eine geeignete Klassenbildung bei Robotern und eine Zuordnung
verschiedener expliziter Losungsverfahren zu den einzelnen Klassen erlauben. Fiir diesen
Zweck sind die folgenden Definitionen und Sitze niitzlich.

Definition: Roboter und Roboterklasse

Ein Roboter mit n Gelenken ist eindeutig definiert durch n Vierertupel (3;,n;,1;,0;), die
Jeweils die 4 Denavit-Hartenberg-Parameter des einzelnen Gelenkiibergangs D .
enthalten.
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Eine Roboterklasse besteht aus n Vierertupel (5;n;,l;,c;), bei denen neben den
Gelenkvariablen auch einige mechanische Konstanten (z.B. 1,) parametrisiert sind.
Fiir einen konkreten Roboter sind diese mechanischen Parameter natiirlich mit festen
Zahlenwerten belegt.

Definition: Globale und lokale Degeneration

Eine Roboterkonstruktion heiflit global degeneriert, wenn ihr Freiheitsgrad f< 6 ist;
eine lokale liegt genau dann vor, wenn sich der Freiheitsgrad f nur fiir gewisse
Gelenkstellungen v;, 1<i<n, auf f <6 verringert. Diese speziellen Gelenkstellungen
heilen Degeneration-sstellungen.

Die Losung der kinematischen Gleichung fiir global degenerierte Roboter ist wegen der
geringen Anzahl der zu bestimmenden Gelenkvariablen leichter zu ermitteln. Die
Einschrinkung des Freiheitsgrades kann jedoch bei vielen Anwendungen die Benutzung
eines global degenerierten Roboters unmdoglich machen. Im weiteren werden global
degenerierte Roboter nicht mehr betrachtet.

Roboter mit lokalen Degenerationsstellungen weisen diesen Nachteil nicht auf, da durch
mechanische Gelenkbegrenzungen oder durch MaBinahmen in der Robotersteuerung alle
Degenerationsstellungen vermieden werden konnen. Da jedoch in der Nihe einer lokalen
Degenerationsstellung zwar der Freiheitsgrad f=6 erhalten bleibt, aber der erreichbare
Arbeitsraum stark schrumpft, stellt auch das Auftreten einer lokalen Degeneration einen
konstruktiven Nachteil dar. Hier muf3 gepriift werden, ob dieser reduzierte Arbeitsraum
noch einen sinnvollen Robotereinsatz ermdglicht; gegebenenfalls kann durch Vermeidung
der Degenerationsstelle und ihrer ndheren Umgebung wenigstens die Arbeitsraum-
transparenz fiir den Anwender erhalten bleiben.

Insofern ist es wichtig, dafl bei der Losung der kinematischen Gleichung alle Degenera-
tionsstellungen erfalit werden.

Satz: Global degenerierte Roboterkonstruktionen

Ein Roboter ist genau dann Roboterglobal degeneriert, wenn fiir die aus der kinematischen
Gleichung zu berechnenden sechs Gelenkvariablen eine der folgenden Aussagen erfiillt
ist:

a) Es existieren drei aufgrund der mechanischen Konstruktion komplanare Translations-
gelenke.

b) Mehr als drei Gelenke bewegen sich aufgrund der mechanischen Konstruktion in
zueinander parallelen Ebenen.
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c¢) Es existieren vier Rotationsgelenke, deren Drehachsen sich aufgrund der
mechanischen Konstruktion in einem Punkt schneiden.

d) Es existieren zweimal drei Rotationsgelenke, deren Drehachsen sich aufgrund der
mechanischen Konstruktion in einem Punkt schneiden (zwei Dreifach-
Schnittpunkte);
diese Konstruktion 146t sich durch folgende Roboterklasse beschreiben:

(dy,h1,0,0,1) (d,0,0,015) (d3,h3,13,013) (dg.h4,0,04) (d5,0,0,015) (dg,hg,l6,0L6)

e) Die Rotationsachsen von zwei Rotationsgelenken fallen aufgrund der mechanischen
Konstruktion zusammen. Dies konnen z.B. zwei direkt benachbarte Rotationsgelenke
Riund Ri+1 mit [;=0 und sin(a;)=0 sein.

f) Es existieren drei Rotationsgelenke, deren Drehachsen sich aufgrund der
mechanischen Konstruktion in einem Punkt schneiden (Dreifach-Schnittpunkt), und
die anderen drei Gelenke bewegen sich aufgrund der mechanischen Konstruktion in
zueinander parallelen Ebenen.

g) Zwei Translationsgelenke sind aufgrund der mechanischen Konstruktion zueinander
parallel.

h) Anzahl der Translationsgelenke + (Anzahl der aufgrund der mechanischen Konstruk-
tion parallelen Rotationsgelenke -1) > 3

Beweis:
Zuerst wird gezeigt, dall jede der Bedingungen a) bis h) eine global degenerierte Roboter-
konstruktion impliziert:

zu a) Drei komplanare Translationsgelenke verdndern die Orientierung nicht und decken
nur einen zweidimensionalen Positionsraum ab. Der dritte Freiheitsgrad fiir die Position
und die drei Freiheitsgrade fiir die Orientierung konnen mit den restlichen drei Gelenken
nicht verwirklicht werden. Es fehlt entweder ein Gelenk zur Positions- oder zur
Orientierungseinstellung.

zu b) Bei n parallelen Rotationsgelenken kann die Orientierungsdnderung immer durch
eine Variable ausgedriickt werden (vgl. Abschnitt 2.2.1), d.h. es wird durch diese
parallelen Rotationsgelenke genau ein Orientierungsfreiheitsgrad abgedeckt. Da die
Gelenke parallel sind, kann hierdurch hochstens ein zweidimensionaler Positionsraum,
also weitere zwei Positionsfreiheitsgrade erreicht werden. Mit n parallelen
Rotationsgelenken kann deshalb maximal ein Freiheitsgrad f=3 erreicht werden. Gibt es
nun bei sechs Gelenken bereit n>3 parallele Rotationsgelenke, so bleiben nur hochstens
zwei Gelenke {ibrig, mit denen die restlichen drei Freiheitsgrade erreicht werden miif3ten.
Da dies unmoglich ist, sind solche Roboterkonstruktionen global degeneriert.

zu ¢) Sei 1 die Position des ersten der vier sich schneidenden Rotationsgelenke in der
kinematischen Kette, dann erzwingt der gemeinsame Schnittpunkt folgende D-H-
Parameter fiir die vier Rotationsgelenke:
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(d,hi,0,04) (dif1,0,0,0011) (di42,0,0,04.5) (di3.hi3,143,0443)..

Die kinematische Gleichung D ;e...sD, ,;*TR=Ziel kann stets umgeformt werden zu
folgendem Ansatz:

i-1 n
Dij+1®--*Dins iva = [HDj,jﬂ]'l'Ziel'TR'l'[ HDj,jJrlj-l
j=0

j=i+4

Eine Aufspaltung der Matrix Dj;;,4 in ihren variablen Rotationsanteil R(z;,3,d;;3) und
eine konstante Matrix Dy (0,h;3,1;13,0,13) fiihrt zu folgendem Ansatz:

i-1 n
Dii+1®---*Disn i+3°R(Zi13.d143) = { Dj,j+1]-1'Zie|'TR_l'[ HDj,jH]_l'DK_l
i=0 j=itd

Im Matrixprodukt der linken Gleichungsseite tritt in der vierten Spalte s4=(0,0,hi,1)T keine
Variable auf, da die vier Rotationsgelenke sich im Ursprung des neuen Zielsystems
schneiden und somit seine Position nicht verdndern konnen. Auf der linken
Gleichungsseite befinden sich vier Variablen, also kann auf der rechten Seite mit den zwei
restlichen Gelenkvariablen nie der volle Positionsfreiheitsgrad f=3 erreicht werden. Die
Roboterkonstruktion ist global positionsdegeneriert.

Nebenbemerkung ohne Beweis: Bei Robotern mit dem Getriebefreiheitsgrad F > 6 besei-
tigt die Festlegung der Gelenkvariablen von einem oder zwei der vier sich schneidenden
Rotationsgelenke zwar die globale Degeneration, diese Gelenke haben jedoch — &hnlich
wie die erste von zwei identischen Rotationsachsen — keine Auswirkung auf die Stellung
eines Roboterelements und kdnnten deshalb durch starre Gelenkiibergéinge ersetzt werden.

zu d) Diese Roboterkonstruktion wird durch folgende D-H-Parameter beschrieben:
(dy,hy,0,04) (d5,0,0,05) (d3,h3,13,063) (dg.h4,0,014) (ds,0,0,05) (d,hg,lg,006)
Die zugehdrige kinematische Gleichung kann in folgender Form angegeben werden:
R(z),d)*R(X},01)°Dy30...°Dy s = T(Zl,hl)'l'Ziel-TR'I'(D5’6'D6,7)'1 =
=T(z;,h)) 1*W+(Ds 4°R(24,d))!

Mit diesem Ansatz haben wir das Bezugsystem in den Schnittpunkt der ersten drei sich
schneidenden Achsen und das Zielsystem in den Schnittpunkt der zweiten drei sich
schneidenden Achsen gelegt. Damit ist klar, daB die Rotationsgelenkachsen durch den
Ursprung des Zielsystems keinen Beitrag zur Positionsdnderung des Zielsystems liefern
konnen. Zur Untersuchung, welchen Beitrag die Rotationsgelenkachsen durch den
Ursprung des Bezugsystems zur Positionsverdnderung des Zielsystems liefern, betrachten
wir den Abstand zwischen Bezug- und Zielsystem. Aus den Koordinaten des Ursprungs
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(uy,uy,u,) des Zielsystems, die ja gerade in der vierten Spalte der homogenen 4x4-Matrix

stehen, 14Bt sich der Abstand einfach als ~/u+u,>+u,” berechnen. Betrachten wir der

Einfachheit halber das Quadrat des Abstands, so erhalten wir aus obigem Ansatz folgende
Abstandsgleichung:

hs*+3>+h,+2-hs-hy-cos(oz) = W2+ Wo P H(Way-hy )

Da dieser Ausdruck keine Variable enthilt, deckt diese Roboterkonstruktion mit ihren
Positionierungsmodglichkeiten nur eine Kugel mit dem Mittelpunkt (0,0,h;,1)T und dem
Radius h;2+1;2+h,>+2-h;3-hy-cos(a;) ab und ist deshalb global positionsdegeneriert. DaB
statt dessen fiir die Orientierung eine iiberfliissige Gelenkachse existiert, wird dadurch
deutlich, daB die Verbindungselemente zwischen den beiden Schnittpunkten der drei sich
schneidenden Achsen — wie ein gekropfter Handbohrer — beliebig gedreht werden konnen,
ohne daf} dies eine Auswirkung auf den Effektor hat.

zu e) Fallen die beiden Drehachsen zg; und z;, zusammen (im Beispiel wegen ;=0 und
sin(c;)=0), dann ist klar, daB mit Ri auch keine anderen Stellungsédnderungen als mit Ri+1
durchgefiihrt werden konnen. Deshalb ist eines der beiden Gelenke iiberfliissig und der
Freiheitsgrad des Roboters verringert sich auf f< 5.

Analog zu Fall ¢) bietet sich auch bei Robotern mit einem Getriebefreiheitsgrad F > 6 kein
sinnvoller Einsatz eines solchen Gelenks an.

zu f) Seien R1, R2 und R3 die Transformationsmatrizen der drei sich schneidenden
Rotationsgelenke. Die Matrizen A und C sollen das Produkt aus den Transformations-
matrizen der anderen drei Gelenke bzw. die Einheitsmatrix darstellen. Da parallele Trans-
lations- und Rotationsgelenke in ihrer Reihenfolge vertauscht werden diirfen (vgl. [Heil3
85]), ergibt sich dann folgender Ansatz fiir die kinematische Gleichung:

A*R1+R2:R3+C = Ziel

Da sich die Gelenke mit den zugehorigen Transformationsmatrizen A und C in parallelen
Ebenen bewegen, mull entweder A=E oder C=E gelten (oder die Bedingung e ist fiir die
Gelenke R1, R2 oder R3 erfiillt). Mit Hilfe des Spiegelungssatzes [Heill 85] 146t sich
zeigen, dafl beide Varianten gleichwertig sind; damit kann sich der folgende Beweis auf
die kinematische Gleichung A*R1+R2°R3 = Ziel beschrianken. Wird nun ein neues Bezug-
system B mit seinen x- und y-Achsen in eine der parallelen Bewegungsebene gelegt und
die kinematische Gleichung umgeformt in

B*A*R1*R2+R(Zy3,dg3) = BeZiel*(T(Zg3,hg3)* T(Xg3,lr3) R(Xg3,0,r3)) ",

dann treten weder auf der linken noch auf der rechten Seite des Ansatzes in der z-Kompo-
nente der Positionsspalte (Element 3.4) Gelenkvariablen auf: Das heif3t, da3 der Positions-
freiheitsgrad < 3 und damit der Roboter global degeneriert ist.

zu g) Zwei aufgrund der mechanischen Konstruktion parallele Translationsgelenke
besitzen nur den Positionsfreiheitsgrad f=1; damit ist eines der Translationsgelenke
iiberfliissig und der Freiheitsgrad des Roboters verringert sich auf f<5.
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zu h) Da n (n<3, sonst Fall b) parallele Rotationsgelenke nur den Orientierungs-
freiheitsgrad f=1 haben (vgl. auch Beweis zu b), konnen folgende Félle unterschieden
werden:

Ein alleinstehendes, also "zu sich selber" paralleles Rotationsgelenk, mehr als drei
Translationsgelenke: Durch mehr als drei Translationsgelenke kann nur f<3 erreicht
werden. Damit stehen weniger als drei Rotationsgelenke zur Erreichung der drei
Orientierungsfreiheitsgrade zur Verfiigung.

Zwei parallele Rotationsgelenke, mehr als zwei Translationsgelenke: Durch zwei parallele
Rotationsgelenke wird der Orientierungsfreiheitsgrad f=1 erreicht. Damit steht hochstens
noch ein Rotationsgelenk zur Erreichung der restlichen zwei Orientierungsfreiheitsgrade
zur Verfiigung.

Drei parallele Rotationsgelenke, mehr als ein Translationsgelenk: Durch das dritte
parallele Rotationsgelenk wird ebenfalls nur der Orientierungsfreiheitsgrad f=1 erreicht.
Die Situation ist wie im vorigen Fall.

Alle drei Fiélle fiihren also zu global degenerierten Roboterkonstruktionen.

Zu beweisen ist noch die Implikation, daB3 jede global degenerierte Roboterkonstruktion
mindestens eine der Eigenschaften a) bis h) aufweist. Der Nachweis erfolgt durch Wider-
spruchsannahme; es wird gezeigt, dal die Bedingung "(avbvcvdvevfvgvh)
immer zu Konstruktionen mit dem Freiheitsgrad 6 fiihrt und dies bedeutet, dafl sowohl der
Positionsfreiheitsgrad 3 als auch der Orientierungsfreiheitsgrad 3 erreicht wird.

Aus —h folgt, dal mindestens drei orientierungsidndernde Rotationsgelenke existieren, der
Orientierungsfreiheitsgrad =3 wird erreicht.

Nachweis des Positionsfreiheitsgrades {=3:

Hier bietet sich eine Unterteilung nach der Anzahl der in der Konstruktion enthaltenen
Translationsgelenke an:

*  drei Translationsgelenke (mehr sind wegen —h nicht moglich):
—a garantiert den vollen Positionsfreiheitsgrad =3 .

» zwei Translationsgelenke:
—g verhindert eine Degeneration zwischen den beiden Translationsgelenken und —c
garantiert mindestens ein positionsdnderndes Rotationsgelenk; dieses neben den zwei
Translationsgelenken noch benétigte positionsdndernde Rotationsgelenk darf nicht
senkrecht auf beiden Translationsachsen stehen, da der Positionsraum sonst zu einer
Ebene degeneriert.

Folgende Situationen sind kritisch:
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- drei sich schneidende Rotationsgelenke, denn dadurch wird das
positionsidndernde vierte Rotationsgelenk eindeutig festgelegt: —f garantiert den
Positionsfreiheitsgrad =3 .

- zwel zueinander parallele Rotationsgelenke (mehr gibt es wegen —h nicht!): Das
erste parallele Rotationsgelenk muf3 zur Positionseinstellung verwendet werden,
—b und —e garantieren den Positionsfreiheitsgrad =3 .

ein Translationsgelenk:

—c garantiert mindestens zwei positionsindernde Rotationsgelenke und —e verhindert
den Ausfall einer fiir die Positionseinstellung eingesetzten Rotationsachse; damit ist
der Positionsfreiheitsgrad f=2 sichergestellt und der volle Positionsfreiheitsgrad =3
wird nur dann nicht erreicht, wenn sich alle zur Positionseinstellung beféhigten
Gelenke in parallelen Ebenen bewegen. Dies wird durch die Bedingungen —b und —f
unterbunden.

kein Translationsgelenk:

—c garantiert mindestens drei positionsdndernde Rotationsgelenke und —e verhindert
den Ausfall einer fiir die Positionseinstellung eingesetzten Rotationsachse; damit ist
der Positionsfreiheitsgrad f=2 sichergestellt und der volle Positionsfreiheitsgrad =3
wird nur dann nicht erreicht, wenn sich alle zur Positionseinstellung befahigten
Rotationsgelenke in parallelen Ebenen bewegen oder sich dauernd in einem Punkt
schneiden (zweiter Dreifach-Schnittpunkt). Im zweiten Fall reduziert sich der
Positionsraum auf eine Kugeloberflache. —b , —f und —d verhindern diese
Degenerationen.

Definition: Klassifikation von Effektorstellungen

Eine vorgegebene heilit mehrdeutig, wenn sich mehr als ein n-Tupel von Werten fiir
die Gelenkvariablen finden 148t, durch das der Effektor in die gewlinschte Stellung
gebracht werden kann.

Bei Robotern mit dem Freiheitsgrad f=6 ist jede Effektorstellung mehrdeutig, da die
Effektororientierung durch mindestens zwei verschiedene Sechstupel von Werten fiir
die Gelenkvariablen eingestellt werden kann (vgl. dazu Abschnitt 1.2.2). Durch die
Einbeziehung des mechanisch zuldssigen Bewegungsumfanges der einzelnen Gelenke
wird die Losung u.U. eindeutig.

Eine vorgegebene Effektorstellung wird als Reduktionsstellung bezeichnet, wenn bei
der zugrundeliegenden Roboterkonstruktion zum Erreichen dieser Stellung ein
Getriebefreiheitsgrad F <6 geniligen wiirde. In dieser Situation kdénnen bestimmte
Gelenkvariablen v; beliebig gewidhlt werden, da mit Hilfe der restlichen Gelenke
diese Effektorstellung trotzdem erreichbar ist. Die Riickwértsrechnung reduziert sich
nach der freien Festlegung von v; auf die Berechnung der restlichen Gelenkvariablen.

Effektorstellungen, die von einem nichtdegenerierten Roboter auch bei idealisierten
Bewegungsmoglichkeiten der Gelenke (tj€]-o0,+oo[ bzw. d;€[0°,360°[) nicht
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angesteuert werden konnen, werden Effektorstellungunerreichbar,
Effektorstellungen, die nur wegen des begrenzten Bewegungsumfanges der Gelenke
nicht anfahrbar sind, werden Effektorstellungunzuldssig genannt. Unzuldssig sind
auch solche Roboterstellungen, bei denen ein Roboterelement, der Effektor oder ein
mit dem Effektor verbundenes Objekt aus dem zuldssigen Arbeitsraum herausragen
(z.B. Kollision des Effektors mit dem eigenen Robotergehduse oder mit im
Arbeitsbereich befindlichen Hindernissen).

Unerreichbare Stellungen lassen sich bei der Berechnung der v; erkennen. Wir
kommen hierauf im nidchsten Abschnitt zuriick.

Unzuléssige Stellungen fallen dagegen bei der mathematischen Berechnung der v;
nicht auf und miissen durch zusétzliche Algorithmen abgepriift werden.

2.2.3 Voruberlegungen zur expliziten Losung der kinematischen
Gleichung

Aus der Algebra ist bekannt, daBl fiir allgemeine Polynome p in einer Unbekannten mit
Grad p<4 eine explizite Losung existiert [Meyberg 75, Meyberg 76] und diese Losung als
geschlossene Formel angegeben werden kann. Die bei der Riickwirtsrechnung
auftretenden transzendenten Gleichungen lassen sich in Polynome mit einer oder
mehreren Unbekannten (Gelenkvariablen) umwandeln. Damit die kinematische Gleichung
also liberhaupt geschlossen geldst werden kann, miissen wir Ansédtze finden, die als
Bestimmungsgleichungen Polynome p in einer noch nicht bestimmten Unbekannten mit
Grad p<4 liefern.

Aus Griinden der Praktikabilitidt beschrdnken wir uns vorerst auf solche Bestimmungs-
gleichungen, in denen nur Polynome in einer noch nicht bestimmten Unbekannten von
Grad p<2 auftreten. Die hieraus ableitbaren Losungsformeln fiir die Gelenkvariablen sind
iibersichtlich und beziiglich der zu analysierenden Sonderfille der lokalen Degeneration
und unerreichbarer Effektorstellungen einfach handhabbar.

Bei der Untersuchung, fiir welche Roboterklassen mit diesem Ansatz geschlossene Losun-
gen gefunden werden kdnnen, wird sich zeigen, daB3 die iiberwiegende Mehrzahl aller
heute am Markt befindlichen Roboter hierzu gehort.

Zuerst stellt sich die Frage, wie die in Sinus- und Cosinusfunktionen auftretenden Gelenk-
variablen den Grad des Losungspolynoms beeinflussen. Hierzu greifen wir auf die auch in
der Integralrechnung benutzte Tangenssubstitution x=tan(d/2) zuriick. Mit den
Beziehungen

sin(d) = 2-tan(d/2) / (1+tan?(d/2)) = 2-x / (1+x2) und

cos(d) = (1-tan3(d/2)) / (1+tan?(d/2)) = (1-x?) / (1+x?)
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erhalten wir als Bestimmungsgleichungen Polynome in x. Offensichtlich ist jede
Rotationsvariable d Anlaf fiir einen quadratischen Term in x. Dies bedeutet, da3 eine
explizite Losung aus einem Polynom zweiten Grades nur dann existiert, wenn die
transzendente Bestimmungsgleichung genau eine noch unbestimmte Rotationsvariable d
enthilt.

Im folgenden betrachten wir alle mdglichen Formen transzendenter Bestimmungs-
gleichungen, die obiger Bedingung (nur eine Unbekannte) geniigen und geben dazu die
Losung an.

Eindeutige Losung:

Geg: sin(d;)=a und cos(d;)=b = d;=ATAN2(a,b)

Mehrdeutige Ldsungen:

a) Geg: sin(d;)=a und es existiert keine Gleichung cos(d;)=b

Es gilt: cos(d) ==/ 1-sin’(d)

= d. = ATAN2(a++/ 10 ); d, = ATAN2(a,-v/ 1-a°)

b) Geg: cos(d;)=a und es existiert keine Gleichung sin(d;)=b

Es gilt: sin(di) =+ 1-cos2(di)

= d. = ATAN2(++/ 1-a” ,2); d, = ATAN2(-v/ 1-a° ,a)

c) Geg: a-sin(d;)-b-cos(d;) = 0 mit a#0, b#0

sin(d.) b -b
r_>_"v _ . _ 1
@) 1 @ = d., = ATAN2(b,a); d.,=ATAN2(-b,-a)

Es gilt:

d) Geg: a'sin(d;)-b-cos(d;) = ¢ mit a#0, b#0, c#0

Mit der Substitution a = r-cos(@); b =rsin(p); r>0
gilt: =r\/a?+b> ¢ =ATAN2(b,a)
= cos(@)-sin(d;)-sin(p)-cos(d;) =c/r

sin(d;-¢) =c/r

cos(d:-) =4/ 1-c2/12
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d;; = ATAN2(c,+\a>+b%-c? )+ ATAN2(b,a)
dpp = ATAN2(c,\a2+b%-c2 )+ ATAN2(b,a)

Diese Bestimmungsgleichungen liefern Werte im Bereich d;; €]-m,3-n[

Diskussion der Ldsungen:

1. Falls ein Radikand negativ ist (moglich bei a), b), d) ), liegt eine unerreichbare
Zielvorgabe vor.

2. Die Fille a), b) und c) sind Spezialfille von Fall d). Bei der Durchfiihrung der
Berechnung hat dies jedoch einen unnétig hohen Rechenaufwand zur Folge.

3. Beim Auftreten mehrdeutiger Losungen ist es empfehlenswert, zu priifen, ob diese
Mehrdeutigkeit aufgrund der Gelenkkonstruktion plausibel ist. Haufig werden geeig-
nete Gleichungen tibersehen, was die Ursache fiir falsche Ergebnisse ist.

1. Beispiel: Die Gleichung sin(d;)=a impliziert zwei Moglichkeiten
a) Fir d; existieren wirklich zwei Losungen.

b) cos(d;)=b wurde {iibersehen; damit ist eine der zwei berechneten Losungen
falsch.

2. Beispiel:  Die Gleichungen cos(d;)-sin(d;)=0 und cos(d;)+sin(d;)=2a fithren zu
sin(d;)=a und cos(d;)=a, d.h. es existiert eine eindeutige Losung fiir d;.
Ubersieht man die Existenz einer der beiden Gleichungen, so fiihrt das zu
falschen Ergebnissen.

4. In den Radikanden der Losungsformeln stehen Ausdriicke, die Null werden kénnen
(Fall a, b und d). In diesen Féllen sind die Losungen fiir d;; und d;, identisch. Fall c
liefert immer zwei unterschiedliche Losungen.

2.2.4  Auswahl nichtredundanter Bestimmungsgleichungen

Analyse der Anzahl nichtredundanter Bestimmungsgleichungen

Da die Mehrzahl der Verfahren zur expliziten Losung Redundanz der kinematischen
Gleichung auf der Basis homogener 4x4-Matrizen entwickelt wurden, wird diese
Darstellungsform im folgenden verwendet.

Die kinematische Gleichung in Form einer homogene 4x4-Matrizengleichung liefert vier
triviale Einzelgleichungen der Form 0=0 bzw. 1=1 und 12 nichttriviale Einzelgleichungen

fi(vi,....vp)= Ziel; , 1 £1<3, 1 <j <4, n= Anzahl der Gelenke.

Da die ersten drei Spalten dieser Matrizen die drei Einheitsvektoren x, y und z eines karte-
sischen Rechtskoordinatensystems beschreiben, unterliegen diese Matrixelemente den
Orthonormalbedingungen:
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: S 0 falls i°]
;fki‘fkj = kz;Zlelki‘Zlelkj = 1Si,jS3

1 falls i=j

Aus dem einen Teil dieser Bedingung

fi;2 + £ + 3 = Zielj? + Ziely? + Ziely? = 1 fiir 1 <j<3
folgt, daB alle n-Tupel (vy,...,v,) aus R" zur Losungsmenge dieser Gleichung gehdren.

L; sei die Losung fur die Einzelgleichung fi=Ziel;; (bei festem j), 1 <1, j <3; k, 1, m seien
disjunkte Werte aus {1, 2, 3}; Ly | sei LiQeyev A, DLy 14 (dies gilt, weil f,=Ziel,; fir
Ly 14) bringt eine tber die Aufspaltung von Ly hinausgehende Bearbeitung der dritten
Spaltengleichung f.=Ziel,,; keine Einschrankung der Losung Ly}, und damit auch keine
Erkenntnis iiber die noch gesuchten Variablen. Die Aufspaltung von Ly trennt somit nur
die fiir die kinematische Gleichung korrekten Losungen Ly ;. (mit f,=Ziel,;) von den
fehlerhaften Losungen Ly, fur die wegen f=-Ziel,; ein Element der j-ten Spalte zur
Ungleichheit "[[(Z;*X;1)*TR # Ziel" fiihrt. Auf diese Weisen haben wir die ersten drei
redundanten Bestimmungsgleichungen ausgesondert.

Analog zur obigen Beweisfiihrung scheidet wegen des anderen Teils der Orthonormal-
bedingung

3 3
;fki-fkj - ;zmlki-zmlkj —0 181,j83 i<]

jeweils eine Matrixgleichung f;=Ziel;; fiir die Bestimmung der gesuchten Variablen aus,

sodall neben den drei Positionsgleichungen von den neun existierenden Orientierungs-
gleichungen nur drei zur Bestimmung der Variablen d; verwendet werden konnen.

Dieses Ergebnis deckt sich mit der in Kapitel 1.1 gemachten Aussage, dall ein im Raum
frei beweglicher Korper den Freiheitsgrad f=6 besitzt, und zeigt, da aus der
kinematischen kinematischeGleichung (in welcher Darstellungsform auch immer)
maximal sechs Gelenkvariable bestimmt werden kdnnen.

Daher konnen bei einem Roboter mit einem Getriebefreiheitsgrad F, der grofer ist als der
Freiheitsgrad f des Roboters, f Variable v; aus der kinematischen Gleichung berechnet
werden. Die Bestimmung der restlichen F-f Variablen muf3 mit Hilfe aufgabenspezifischer
Kriterien durchgefiihrt werden.

Auswahl der Bestimmungsgleichung

Ebenfalls auf die Orthonormalbedingungen wird die Beweisfithrung fiir den folgenden
Satz iiber die homogenen 4x4-Matrix M zuriickgefiihrt:
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Sind die Elemente M4, My, M3s, M3y, M3y, M33, My; und M3 einer homogenen
4x4-Matrix M bekannt und gilt |[M3;]#1, dann sind die restlichen 4 nichttrivialen Elemente
M, M5, M, und M,, eindeutig bestimmt durch:

M = (-M3;"M33- M3 - M3y Mp3) / (1-M33?)
M, = (-M3;M33-My3 + M3;-Mp3) / ((1-M35%)
M = (-M31"M33-My3 + M3-M3) / (1-M35%)
M, = (-M3pM33:My3 - M31-My3) / (1-M33%)
Beweis
Wegen |Mj;|#1 ist M 3#0 oder M,;#0. Sei M 5#0:
Mit der Orthogonalitétsbedingung M, M3+M5,My3+M;3,-M35=0 ergibt sich
My = (-Myp- Mz - M3y M33) / My,

Aus M;,*>+M,,>+M;,?=1 folgt nach Einsetzen von M;, und Anwendung der
quadratischen Losungsformel unter Verwendung der Gleichungen

M3 2+ M3;7+M33>=1 und M52+ My5*+M;3%=1:

M, = (-M3y M3 Myz = My "M3) / (1-M357)

Da die Matrix M ein Rechtskoordinatensystem beschreibt, mufl mit Xx=yxz gelten:
M3, =My Myz - MpyMy3

Diese Gleichung ist nur fiir die "-"-Variante in M,, erfiillbar!

Einsetzen von M,, in M;, und Anwenden der Gleichung M,32+M,;?>+M33>=1 bringt M,
in die gewiinschte Form.

Auf gleiche Weise werden M,; und My, unter Verwendung von M;,*+M,,>+M;,?=1 und
y=zxX hergeleitet.

Fiir M;3=0 und M,;#0 verlduft der Beweis analog!

Dieser Satz ist notwendig zum Nachweis, daf} alle Einzelgleichungen der kinematischen
Matrixgleichung korrekt erfiillt sind, auch wenn zur Bestimmung der Losung nur die oben
genannte Teilmenge von Einzelgleichungen benutzt wurde. Die Auswahl der flnf
Elemente M3, M3,, M33, M,; und M5 aus dem 3x3-Orientierungsteil der Matrix M ist
dabei eine von mehreren Moglichkeiten. Allerdings erweist sich diese Wahl der dritten
Zeile und der dritten Spalte (z-Zeile und z-Spalte) im Zusammenhang mit den Denavit-
Hartenberg-Regeln fiir die Riickwértsrechnung als besonders giinstig, weil die z-Achse
des Gelenksystems S; die Bewegungsachse des jeweiligen Gelenks darstellt. Den Vorteil
dieser Wahl werden wir im nichsten Kapitel noch deutlich feststellen konnen.



2.3 Ein Verfahren zur expliziten Lésung der
kinematischen Gleichung zweiten Grades

Wir haben bereits in Abschnitt 2.2.3 erldutert, warum die kinematische Gleichung zweiten
Grades eine besonders wichtige Bedeutung fiir die Riickwértsrechnung hat. Das hier ange-
gebene Verfahren [Heil 85] erlaubt fiir eine groBe Zahl von Roboterklassen Aussagen, mit
welchen Ansidtzen die kinematische Gleichung systematisch geldst werden kann. Diese
Ansiitze beruhen auf geometrischen Uberlegungen, die zu einer geeigneten Wahl der
Bezug- und Zielsysteme in der kinematischen Gleichung und damit zu einfachen
Bestimmungsgleichungen fiir die Gelenkvariablen fithren. In diesem Verfahren werden
zur Beschreibung der Gelenkstellungen homogene 4x4-Matrizen verwendet.

2.3.1 Charakterisierung der Robotergelenke

Eine  Grundvoraussetzung fiir die Entwicklung des folgenden expliziten
Losungsverfahrens ist die Zuordnung kinematischer Eigenschaften zu den jeweiligen
Gelenktypen. Ein heilit positionsédndernd, wenn das Zielsystem des zugrundegelegten
Ansatzes durch eine Gelenkbewegung in seiner Position, und
Robotergelenkorientierungsandernd, wenn es in seiner Orientierung verdndert wird.
Insbesondere das Attribut positionsdndernd ist bei Rotationsgelenken von der Wahl des
Zielsystems abhingig.

Allgemeines Translationsgelenk

Da die Translationsvariable t; nur auf der Position 3.4 in der zugehdrigen
Transformationsmatrix ~ Z; erscheint, tritt sie auch nach beliebig vielen
Matrixmultiplikationen mit anderen Transformationsmatrizen Z; und X; immer nur in der
vierten Spalte der Ergebnismatrix und nie multiplikativ verkniipft mit einer anderen
Translationsvariablen auf. Damit sind also Translationsgelenke immer positionsdndernd

und nie orientierungsidndernd.
Parallele Rotationsgelenke

Wie in Abschnitt 2.1.4 schon erwihnt, konnen die p Variablen von p aufgrund der mecha-
nischen Konstruktion parallelen Rotationsgelenken in der Matrix M zu einer einzigen
Variablen dp=d;#d;+... zusammengefalt werden. Der Orientierungsteil weist nur noch die
Variable dp auf. Somit haben bis auf das letzte Rotationsgelenk alle p-1 Gelenke ihre
orientierungsdndernde Wirkung verloren.

Mit 1;#0 besitzt aber jedes dieser p parallelen Rotationsgelenke noch einen positions-
dndernden Effekt; d.h.: die in der kinematischen Kette ersten p-1 parallelen Rotations-
gelenke sind nur positionsdndernd und das letzte Rotationsgelenk ist sowohl positions-
dndernd als auch orientierungsdndernd (beziiglich der positionsdndernden Eigenschaft ist
auch der ndchste Absatz zu beachten).
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Rotationsgelenk mit Drehachse im Ursprung des Zielsystems

Dieses Rotationsgelenk besitzt zwar eine orientierungsindernde Wirkung auf das Ziel-
system, jedoch keinen positionsdndernden Effekt, da eine Drehung um diese Gelenkachse
den Ursprung des Zielsystems nicht bewegt.

Allgemeines Rotationsgelenk

Ein allgemeines Rotationsgelenk, das nicht die Voraussetzungen der beiden vorigen
Absitze erfiillt, ist sowohl positionsédndernd als auch orientierungsdndernd. Dies 148t sich
leicht aus der Transformationsmatrix D;;,, erkennen, da die Gelenkvariable d; sowohl im
Orientierungs- als auch im Positionsteil der Matrix auftritt.

2.3.2  Orientierungsbetrachtung

Bei diesem Verfahren wird die Moglichkeit bei parallelen Rotationsgelenken ausgenutzt,
die Gelenkvariablen zusammenzufassen, so daBl nur das letzte Gelenk in der
kinematischen Kette sowohl positions- als auch orientierungsidndernd ist.

Fir Roboterkonstruktionen mit drei orientierungséindernden Gelenken kann immer eine
geschlossenen Losungsformel fiir diese drei Gelenkvariablen abgeleitet werden, indem ein
Ansatz zugrundegelegt wird, bei dem die z-Achse des Bezugsystems und die z-Achse des
Zielsystems mit jeweils einer Rotationsachse eines der drei orientierungsédndernden
Gelenken zusammenfallen. Die Variable des dritten orientierungséindernden Gelenks kann
dann explizit berechnet werden. In Abhéngigkeit von diesem Ergebnis lassen sich auch fiir
die anderen zwei Variablen geschlossene Losungen ermitteln .

Bezeichnen wir die Transformationsmatrizen der drei orientierungsidndernden Gelenke mit
Zr1*XR1 » Zro*Xpy und Zp3*Xgs, ohne dafl durch die Wahl der Indizes damit festgelegt
sein soll, daf} diese Gelenke in der kinematischen Kette unmittelbar aufeinander folgen.
Bezeichnen wir weiterhin mit A, B, C, D Produkte der restlichen Transformationsmatrizen
aus M, die keine Orientierungsdnderung bewirken. Dann kénnen wir die kinematische
Gleichung in folgender Form angeben:

AcZp *XR1*B*Zpy* Xg*CeZp3*Xp3*D =W

Der Ansatz

Zgy*Xpo*CoZps = (A*Zg*Xg *B) ' *We(Xp3°D)!

geniigt dann beispielsweise den im vorigen Absatz gestellten Forderungen.

Dies erlaubt iiber die Einzelgleichung 3.3 die Bestimmung der Variablen dy; , weil einer-
seits das Rotationsgelenk R2 aufgrund der Identitét von Rotationsachse zp, und z-Achse
des Bezugsystems die z-Werte des Zielsystems, d.h. die dritte Zeile der Matrixgleichung,
nicht veridndert. Andererseits verandert das Rotationsgelenk R3 aufgrund der Identitit von
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Rotationsachse zg; und z-Achse des Zielsystems den z-Vektor des Zielsystems , d.h. die
dritte Spalte der Matrixgleichung, nicht. Damit tritt in der Gleichung 3.3 weder die
Variable dp, noch die Variable dgy auf. Die Variable di; kann als einzige in 3.3
auftretende orientierungsidndernde Variable berechnet werden.

Formen wir den obigen Ansatz noch etwas um
Zpy*Xpy*CoZg3 = (Zg "X *B) ' *A T We(Xg;+D) !

und benutzen K als Abkiirzung fiir das Matrixprodukt A-'sWe(Xy;°D)!, dann hat die
Gleichung 3.3 folgendes Aussehen:

sin(otRy) Cp3 + cos(aRy) Cy3 =
= cos(dg) {B3K;3H(By3-cos(0g)-Bsssin(og ) Koz}
+sin(dgy)" {By3-Ko3-(Bys-cos(ag)-Bsz-sin(ag ) Kys}
+(Bys-sin(og)+Bs3-cos(og;)) Kss

Bei der Berechnung der Variablen dy; aus 3.3 konnen sich folgende drei Fille ergeben:
Fall 1: Die Variable dy; verschwindet aus 3.3, falls gleichzeitig gilt:

1. B3=0

2. Bjz-cos(agq)-Bsssin(ag)=0

In diesem Fall ist die Roboterkonstruktion global (orientierungs-)degeneriert, da die Rota-
tionsachse zp, parallel zur Rotationsachse Zp, ist und damit das Rotationsgelenk R1
keinen zusdtzlichen Orientierungsfreiheitsgrad bringt (vgl. Abschnitt 2.3.1). Mit den zwei
verbleibenden Orientierungsgelenken R2 und R3 14Bt sich aber nicht der wvolle
Orientierungsfreiheitsgrad drei erreichen.

Nachweis der Parallelitdt von zz; und zy,:
Die dritte Spalte des Matrizenprodukts Zp*Xg*B beschreibt die Orientierung der Achse
Zro» bezogen auf das System Sg. Fiir Srizg, gilt:

[ cos(dg;) -sin(dg;)) 0 0 7] 1 0 0 I Bis 7]
< sin(dg;) cos(dg;) 0 O 0 cos(ogy) -sin(og;) O B,;
T 0 0 1 hg, . 0 sin(ag;) cos(og;) O . Bs;
0 0 0 1 4 L0 0 0 1 4L 0
[ cos(dg;) -sin(dg)) 0 0 7| - B; N
sin(dg;) cos(dg;) 0 0 B3-cos(ag)-Bsssin(ogy)
- 0 0 1 hgy . By3-sin(og ) +Bs3-cos(og ;)
L0 o o 1dL 0 =
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Mit den Voraussetzungen von Fall 1 und unter Riickgriff auf die Normiertheit der dritten
Spalte von B 148t sich die Spaltenbeschreibung von zp, weiter vereinfachen zu

[ cos(dgy) -sin(dgy)) 0 O 7| [ 0 7] [ 0 7
sin(dg;) cos(dg;) 0 O 0 0
SRIZRZZ ° =
0 0 1 hg +1] +1]
0 0 o 1 4L 04 L 04

Dies zeigt, daB3 zy, parallel zur Achse zp ist.

Fall 2: Sei a = B,;-cos(ag;) - B33-sin(og;), dann verschwindet die Variable dg; aus 3.3,
falls gleichzeitig gilt:

1. Bj3Kizta-Ky3=0

2. Bj3Kyz-aK3=0

3. die Bedingungen von Fall 1 sind nicht erfiillt, d.h. a#0 oder B5#0.
Geometrische Interpretation der Bedingungen:

Aus den obigen Bedingungen folgt K;3=0 und K,3=0 und damit K;;==*1.

Die dritte Spalte von Zp;*Xg *B*Zr,*Xp,*C*Zyr; beschreibt die Achse zy; in Bezug zum
System SRI und aus dem Ansatz ZRI'XRI'B°ZR2°XR2°C°ZR3 = K ist mit K13:O, K23:0
und K;;=+1 ersichtlich, da3 die Achse zp5 parallel zur Achse zy; ist.

Da wegen der Parallelitit der Rotationsachsen Zp; und Zp; eine Reduktionsstellung
vorliegt, ist die Variable dg; beliebig wéhlbar, sofern der verbleibende Teil der
Einzelgleichung 3.3

sin(otg,) Cyz + cos(ar,) Cs3 = £(Bys-sin(og ) +Bs3-cos(agy)) (jetzt ohne Variablen!)

fiir den vorgegebenen Zielwert W korrekt erfiillt ist (Beweis siehe [Heil3 85]); andernfalls
ist die gewiinschte Orientierung nicht einstellbar, d.h. die Zielstellung W ist
Effektorstellungunerreichbar.

Es 148t sich zeigen [Hei3 85], dall bei Robotern, die drei aufgrund der mechanischen Kon-
struktion Rotationsgelenke besitzen (zg; senkrecht zu zp, , Zp, senkrecht zu zg;), die
Gleichung 3.3 immer korrekt erfiillt ist. Damit kann jede gewiinschte Orientierung des
Effektors erreicht werden, wobei natiirlich unzuléssige Stellungen ausgenommen sind.

Der Fall 2 unterscheidet sich mechanisch gesehen von Fall 1 dadurch, dal nichtbenach-
barte Orientierungsgelenke zueinander parallel sind im Gegensatz zu den benachbarten
Orientierungsgelenken R1 und R2 in Fall 1.

Fall 3: 1In 3.3 ist entweder der Faktor von cos(dgr;) oder der Faktor von sin(dg;) ungleich
Null. In diesem Fall erhalten wir zwei Losungen fiir dy; entsprechend der in Abschnitt
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2.2.3 angegebenen Formeln. Ein negativer Radikand bei der Berechnung von dg; zeigt,
daB die in der Zielstellung W angegebene Orientierung fiir die vorliegende
Roboterkonstruktion Effektorstellungunerreichbar ist. Analog zu Fall 2 wird durch
orthogonale Orientierungsgelenke die Erreichbarkeit aller moglichen Orientierungen
garantiert.

Berechnung der Variablen dg, und dgs

Mit vorgegebenem dp;-Wert konnen aus den beiden Gleichungen 1.3 und 2.3 folgende
Bestimmungsgleichungen fiir dg, ermittelt werden:

sin(dg,)=a  cos(dgy) =b
Damit erhalten wir eine Losung fiir dy,:
dR2 = ATANZ(a,b)

Die Situation, dal simtliche dp,-Terme aus den Gleichungen 1.3 und 2.3 verschwinden,
kann nur bei Parallelitdt der Achsen zp, und zg5 auftreten. Dies entspricht einer globalen
(Orientierungs-) Degeneration.

Ebenso erhalten wir aus den Gleichungen 3.1 und 3.2 folgende Bestimmungsgleichungen
fiir dps:

sin(dgz) =c  cos(dg3) =d
Damit ergibt sich als Losung fiir dgs:

dps = ATAN2(c,d)

Anmerkung zur Korrektheit der Losung fir dg, und dgs

Ist die Gleichung 3.3 korrekt erfiillt, dann sind die aus 1.3 und 2.3 bzw. 3.1 und 3.2
berechneten Losung fiir dg, bzw. dgp; ebenfalls korrekt (vgl. [Heifl 85]). Es geniigt also bei
der Bestimmung der Orientierungsvariablen die Analyse der ersten aus 3.3 zu
ermittelnden Variablen dg; , um Aussagen iiber Degeneration, Reduktion oder Unerreich-
barkeit treffen zu konnen.

AbschlieBend muB3 noch gezeigt werden, dal mit den ermittelten Ldsungen fiir die
Orientierungsvariablen dg; , dg, und dgs alle 9 Orientierungsgleichungen des zugrunde-
liegenden Ansatzes erfiillt sind. Dieser Nachweis wird unter Riickgriff auf den Satz iiber
die vollstindige Bestimmtheit einer homogenen 4x4-Matrix erbracht:

Die Gleichungen 1.3, 2.3, 3.3, 3.1 und 3.2 sind fiir alle nichtdegenerierten Roboter und
alle erreichbaren Zielstellungen W korrekt erfiillt, da aus diesen Gleichungen die
Variablen dg;, dg, und dg3 berechnet wurden. Um den Satz anwenden und damit die
korrekte Erfiillung aller 9 Orientierungsgleichungen nachweisen zu kénnen, muf} lediglich
noch gezeigt werden, daf3 |3.3links|#1 bzw. |3.3rechts|#1 gilt.
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Die Widerspruchsannahme |3.3links|=|3.3rechts|=1 entspricht einer globalen , da in diesem
Fall zg, parallel zu zp; ist. Damit sind alle neun Orientierungsgleichungen mit dg;, dgr,
und dp; korrekt erfiillt.

Berechnung der restlichen Variablen

Die Berechnung der restlichen Variablen erfolgt mit Hilfe der in den beiden folgenden
Abschnitten beschriebenen Verfahren. Hierbei werden die {iibriggebliebenen Einzel-
gleichungen 1.4, 2.4 und 3.4 benutzt, was einer Betrachtung der Positionsspalte entspricht.

Bemerkung zur Degeneration und Reduktion:

Wihrend eine Degeneration gewisse Stellungen im Arbeitsraum von der Erreichbarkeit
durch den Roboter ausschlieft, ist dies bei Reduktionsstellungen keineswegs der Fall. Da
unterschiedliche Konsequenzen aus dem Vorliegen einer (auch lokalen) Degeneration und
dem Auftreten einer Reduktionsstellung gezogen werden miissen, kommt der Unter-
scheidung zwischen Degeneration und Reduktion eine erhebliche Bedeutung zu. Deshalb
werden im folgenden ihre Erscheinungsformen zusammengestellt und am Beispiel der
Orientierungsbetrachtung erldutert.

Die allgemeine Form einer Bestimmungsgleichung lautet a-sin(d)-b-cos(d)=c fiir eine
Rotationsvariable d (im Beispiel: dg;) und a-t>+b-t=c fiir eine Translationsvariable t. Gilt
nun in Abhéngigkeit von einer vorgegebenen Zielstellung — genauer gesagt abhéngig von
einer Teilmenge M; der numerischen Werte W der Zielstellung bzw. der schon
berechneten Gelenkvariablen vy —

a(wy,...,w,,)=0 und b(wy,...,w,,)=0, W1€M1={...,Wij,...,Vk,...}, 1<I<m

dann verschwindet die zu berechnende Gelenkvariable v aus der Bestimmungsgleichung.
Folgende Félle miissen hierbei unterschieden werden:

1. Reduktionsstellung:

c ist konstant oder nur von w,eM, M Teilmenge von M,, abhingig und es gilt:
c(...,Wg,...)=0.

Damit ist diese Bestimmungsgleichung auch beim Verschwinden der Variablen v
korrekt erfiillt; verschwindet wegen a#0 oder b#0 die Variable v nicht, dann existiert
eine Losung fiir die Gelenkvariable v, die sicherstellt, da3 die Bestimmungsgleichung
korrekt erfiillt ist.

2. Unerreichbare :

c ist konstant oder nur von w,eM, M Teilmenge von M,, abhingig und es gilt:
c(...,Wg,...)#0.

Damit ist die Bestimmungsgleichung fiir die durch w;eM, definierte Reduktions-
stellung nicht korrekt erfiillt (Unerreichbarkeitskriterium).
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Eine unerreichbare Reduktionsstellung liegt auch dann vor, wenn ¢ neben w.eM
noch von weiteren numerischen Werten W .M, oder schon berechneten Gelenk-
variablen vj¢ M, abhidngt, aber flr alle moglichen Werte von W, und v, gilt:

Clev s Wesew s Wippoe o o5 Vpo- - )#0.

Bei der Berechnung der Variablen dy; in der Orientierungsbetrachtung wurde Fall 2
als Reduktionsstellung bezeichnet. Mit den Bedingungen 1, 2 und 3 von Fall 2 14t
sich jedoch zeigen, daBl K;;=K,5;=0 ist und damit wegen der Orthonormalitit K;;=+1
sein muf3. Je nachdem, ob der konstante, verbleibende Teil

sin(0lgy)*Cyz + cos(ary) Cs3FB, 5 sin(ag ) FB33-cos(ag )

der Einzelgleichung 3.3 gleich Null oder ungleich Null ist, handelt es sich um eine
erreichbare oder unerreichbare Reduktionsstellung.

3. Lokale:

(..o Weyoo s Wi, .5Vp,...) héingt von weiteren numerischen Werten W M, oder
Gelenkvariablen v;¢M; ab und die Bestimmungsgleichung kann mit bestimmten
Werten fiir W, bzw. v, korrekt und mit anderen Werten fiir W, bzw. v; nicht
korrekt erfiillt werden (Unterschied zu 2.). Damit konnen aber bestimmte Stellungen
vom Roboter erreicht werden, andere dagegen nicht, und das bedeutet Freiheitsgrad
<6.

4. Globale:

In diesem Fall sind a und b unabhdngig von Wj; und v, konstant gleich Null. Der
Faktor ¢ mufl dann entweder gleich Null sein (triviale Gleichung) oder aber ¢ muf}
abhéngig von numerischen Werten W;; bzw. von schon berechneten Gelenkvariablen
vk zu Null gemacht werden konnen. Dies ist immer moglich, da fiir jeden Roboter
zumindest eine Stellung existiert, fiir die die kinematische Grundgleichung korrekt
erfiillt ist. Im zweiten Fall ist der Freiheitsgrad des Roboters f < 6.

Im Beispiel der Orientierungsbetrachtung ist Fall 1 als globale Degeneration
ausgewiesen worden. a und b sind nach Bedingung 1 und 2 konstant Null und es muf}
nur noch gezeigt werden, dal3 ¢ abhingig von verschiedenen Zielvorgaben Null und
ungleich Null wird. Da K55 der einzige von der Zielstellung beeinflufite Term in c ist,
darf der Faktor "B,s'sin(oy;)+Bsz-cos(agy)" nicht verschwinden. Anhand der
Bedingungen 1 und 2 und der Orthonormiertheitsbedingung fiir B3, B,; und Bs5 a3t
sich dies zeigen.

An dieser Stelle wird deutlich, dal} es fiir Orientierungsgelenke keine lokale, sondern nur
eine globale Orientierungsdegeneration gibt. Daneben kann lediglich aufgrund der
Parallelitit zweier nicht benachbarter Orientierungsgelenke eine Reduktionsstellung
auftreten.
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2.3.3 Positionswertbetrachtung

Dieses Verfahren fiihrt immer dann zu einer geschlossenen Losungsformel fiir eine
Gelenkvariable v;,, wenn bis auf ein Gelenk P alle anderen Robotergelenke durch ihre
Bewegung das Zielsystem nur in einer Ebene verédndern.

Da Rotationsachsen, die durch den Ursprung des Zielsystems laufen, nur die Orientierung,
jedoch nicht die Position des Zielsystems verdndern, kommt dem im Ansatz zugrunde-
gelegten Zielsystem entscheidende Bedeutung zu. So kann z.B. bei drei sich schneidenden
Rotationsgelenkachsen durch die Wahl dieses Schnittpunktes als Ursprung des Ziel-
systems der EinfluB3 dieser drei Gelenke — die durchaus den Effektor in seiner Position
verdndern diirfen — auf den Bewegungsraum des Zielsystems eliminiert werden.

Fiir nichtdegenerierte Roboter, d.h. fiir Roboter mit dem Freiheitsgrad f=6 , kann die obige
Bedingung, daB3 sich das Zielsystem nur in einer Ebene verdndern darf, nur eingehalten
werden, wenn vorher mit Hilfe der Orientierungsbetrachtung schon drei
Rotationsvariablen bestimmt wurden bzw. wenn zwei oder drei sich schneidende
Rotationsgelenkachsen existieren. Alle beziiglich des zugrundegelegten Zielsystems
positionsdndernden, noch nicht festgelegten Rotationsgelenke # P miissen ndmlich
zueinander parallele Achsen besitzen und alle Translationsgelenke # P miissen senkrecht
zu diesen parallelen Rotationsgelenkachsen verlaufen; nur dann existiert solch eine
geforderte Bewegungsebene. Da aber mehr als drei Gelenke, die sich in parallelen Ebenen
bewegen, genauso zur Degeneration filhren wie mehr als drei sich aufgrund der
mechanischen Konstruktion in einem Punkt schneidende Rotationsgelenke, diirfen
mindestens zwei der sechs Robotergelenke keine positionsdndernden Gelenke sein. Dies
ist nur méglich, wenn sich zwei Rotationsachsen in einem Punkt schneiden. Dieser Punkt
mulB als Ursprung des Zielsystems gewahlt werden.

Wird nun das Bezugsystem so gewéhlt, dal3 eine seiner Achsen senkrecht zu dieser Bewe-
gungsebene verlduft, so kann die Gelenkvariable v, aus der Position beziiglich dieser
Bezugsystemachse explizit berechnet werden. Als Sonderfdlle miissen auch hier lokale
Degeneration, Reduktion und unerreichbare Zielstellung untersucht werden.

1. Reduktionsstellung:

Eine Reduktionsstellung liegt genau dann vor, wenn der Ursprung des Zielsystems
(bei voller dreidimensionaler Beweglichkeit) auf der Rotationsachse einer noch zu
bestimmenden Rotationsvariablen liegt. In diesem Fall kann nédmlich dieses Gelenk
jede beliebige Stellung einnehmen, ohne dadurch eine Positionsdnderung des
Zielsystems zu verursachen.

2. Unerreichbare Stellungen:

Eine unerreichbare Zielstellung liegt beim Auftreten eines negativen Radikanden vor
oder wenn die Bestimmungsgleichung fiir eine Reduktionsstellung nicht korrekt
erfiillt ist.
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3. Degeneration:

In allen anderen Féillen, in denen die Gelenkvariable Vv, aus der betrachteten
Positionsgleichung verschwindet, handelt es sich um eine Degeneration.

Gelingt es, mit Hilfe des Positionswertverfahrens eine Variable zu bestimmen, verringert
sich die Komplexitit der kinematischen Gleichung so erheblich, dal3 fiir simtliche noch
unbekannte Variablen mit einem der hier beschriebenen Ansitze geschlossene Losungen
gefunden werden konnen.

Auch Roboter mit einem Getriebefreiheitsgrad F>6 konnen im Rahmen der Positionswert-
betrachtung behandelt werden, wenn fiir alle moglichen Werte der vorher festgelegten F-6
Gelenkvariablen sichergestellt ist, da3 das Zielsystem nur in einer Ebene veridndert wird.

2.3.4 Abstandsbetrachtung

Dieses Verfahren basiert neben der Aussage aus Abschnitt 2.3.3 zur Positionsinvarianz
von Rotationsgelenken auf der Erkenntnis, dal Rotationsgelenkachsen, die durch den
Ursprung des Bezugsystems laufen, zwar die Position, nicht jedoch den Abstand des
Ursprungs des Zielsystems vom Ursprung des Bezugsystems verdndern. Insofern liefern
(nichtdegenerierte) Roboterkonstruktionen mit sechs Gelenken, von denen sich zwei bzw.
drei disjunkte Rotationsgelenkachsen aufgrund der mechanischen Konstruktion in den
Punkten 2S bzw. 3S schneiden, eine Mdoglichkeit zur expliziten Bestimmung der sechsten
nicht an den Schnittpunkten 2S und 3S beteiligten Gelenkvariablen. Dazu wird der
Ursprung des Bezugsystems und des Zielsystems der kinematischen Gleichung in den
Schnittpunkt 2S bzw. 3S gelegt. Aus diesem Ansatz der kinematischen Gleichung M'=W'
wird als Bestimmungsgleichung fiir die nicht an den Schnittpunkten beteiligte
Gelenkvariable der Abstand zwischen Bezug- und Zielsystem berechnet:

\/M'142+M'242+M'342 = \/W‘142+W'242+W'342 bzw. einfacher
M' | 2AM 24 M2 = W24+ WH, 4 W52 (Abstandsgleichung)

In dieser Gleichung verschwinden alle Variablen der an den Schnittpunkten beteiligten
fiinf Gelenke und es kann eine Losung fiir die gesuchte Gelenkvariable abgeleitet werden.

Fiir die restlichen fiinf Variablen werden dann die Losungen mit Hilfe der Positionswert-
betrachtung und der Orientierungsbetrachtung ermittelt.

Die Beschrinkung auf sechs Gelenke kann durch folgende Uberlegung fallengelassen
werden:

Besitzt ein Roboter F>6 Gelenke, dann miissen F-6 Gelenkeinstellungen aus anderen
Vorgaben als der der Zielstellung des Effektors bestimmt werden. Verletzen nun diese F-6
Gelenke in ithrem gesamten Bewegungsbereich die fiir die verbleibenden sechs Gelenke
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geforderten Konstruktionsvoraussetzungen nicht, dann konnen diese F-6 Gelenkvariablen
wie Konstanten behandelt werden und auf die restlichen sechs Gelenkvariablen kann die
Abstandsbetrachtung angewandt werden. Dies bedeutet konkret, daB eines der F-6
iiberzdhligen Gelenke, sofern es sich in der kinematischen Kette zwischen zwei an einem
Schnittpunkt 2S bzw. 3S beteiligten Gelenken befindet, durch sein Bewegungsverhalten
kein anderes Gelenk aus diesem Schnittpunkt herausbewegen darf.

Ist nach der Anwendung von Positionswert- und Abstandsbetrachtung die dritte aus der
Positionsspalte der homogenen 4x4-Matrix zu bestimmende Variable eine
Rotationsvariable, so kann die Losung aus zwei verschiedenen Gleichungen immer
eindeutig und korrekt ermittelt werden; dies zeigt der folgende Satz:

Satz: Bestimmung einer Rotationsvariablen aus der Positionsspalte

Sind nach erfolgreicher Positions- und Abstandsbetrachtung anhand der kinematischen
Gleichung R(z,x)*X =Y die beiden Gleichungen

3.4: X34 = Y34 und
1 42+242+3 42 X142+X242+X342 = Y142+Y242+Y342

erfiillt, dann ist die Rotationsgelenkvariable x aus 1.4 und 2.4 eindeutig und korrekt
berechenbar:

X=ATAN2(X14Y24-X04Y 145 X14Y 141X04'Y24)

Gilt auBerdem X,,=0 und X,,=0, dann sind die Gleichungen 1.4 und 2.4 auch fiir beliebig
wihlbares x immer erfiillt. In diesem Fall handelt es sich um eine erreichbare fir die
Variable x.

Beweis
Die kinematische Gleichung liefert folgende Einzelgleichungen:

1.4: COS(X)'X14 - Sin(X)'X24 = Y14
2.4: Sin(X)'X14 + COS(X)'X24 = Y24

Hieraus ergibt sich:

sin(x) = (X4 Y24-Xo4Y 14)/(X 157X 24)
c08(x) = (X14'Y 147 X04 Y 24)/(X147+X247)

oder abgekiirzt: sin(x) =a; cos(x)=Db

Da sin(x)+cos(x)=1 definitionsgemifB gegeben ist, muB auch a2+b?=1 gelten; andernfalls
existiert keine Losung fiir die Rotationsgelenkvariable x, die beide Gleichungen 1.4 und
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2.4 korrekt erfiillt. Zum Nachweis von a’+b?=1 quadrieren und addieren wir die obigen
Bestimmungsgleichungen von sin(x) und cos(x):

sin(x)+cos*(x) = (Y 147+Y 242) (X142 X0 (X474 X04%)°
Da aus 1.42+2.42+3.42 und 3.4 folgt

X142 X04? = Y 1454047

ist der Beweis fiir X, ,2+X,,2#0 erbracht.

Im Fall X142+X242:0 gllt mit X142+X242 = Y142+Y242 = 0, dal} sowohl Y14:O als auch
Y,,4=0 sein muf. Damit sind Gleichung 1.4 und 2.4 auch fiir diesen Fall korrekt erfiillt.

Falls X;,4#0 oder X,,#0 ist, erhalten wir die Losung
X = ATAN2(X 4 Y4-X54Y 14, X14Y 147X54Y3)

Falls X;4,=X,4=0, ist x beliebig wahlbar (Reduktionsstellung).

2.3.5 Distanzbetrachtung

Dieses Verfahren ist aus einem Losungsansatz mit Polynomen vom Grad vier durch
Einschrankung der zugrundeliegenden Roboterklasse hervorgegangen; Ideen und
Anregungen dazu kamen u.a. aus [Hiller 86], [Waldhauser 87] und [Yang 69] und
basierten im wesentlichen darauf, dafl durch die Gelenkbewegung zweier Rotationsachsen
die Distanz zwischen diesen Achsen nicht beeinfluft wird. Existieren in der
Roboterkonstruktion zwei weitere, zu je einer der Rotationsachsen parallele
Translationsachsen, so verdndern auch die Translationsvariablen die Distanz zwischen den
Rotationsachsen nicht. Daher treten in der Distanzgleichung dieses Roboters nur die zwei
restlichen Gelenkvariablen auf und es bleibt zu untersuchen, welche zusitzlichen
Bedingungen die Roboterkonstruktion erfiillen muf3, damit diese zwei Variablen in
expliziter, quadratischen Form berechnet werden kdnnen.

Da die Roboterkonstruktion mit drei Translationsgelenken schon bei der Orientierungs-
betrachtung erfalt werden, bleiben sie hier unberiicksichtigt. Mit der Distanzbetrachtung
kann eine quadratische Losung immer dann gefunden werden, wenn zwischen den zu den
beiden Translationsachsen parallelen Rotationsachsen genau ein weiteres Rotationsgelenk
existiert, das keinen Versatz entlang der Rotationsachse aufweist (h=0).

Seien diese beiden Rotationsgelenke mit C; und C;, das zwischenliegende
Rotationsgelenk mit R, (=d,, 0, 1,, a,) und das vierte Rotationsgelenk mit R, bezeichnet.
Werden nun Bezug- und Zielsystem jeweils in das Koordinatensystem der Gelenke C; und
C; gelegt, so liefern die Einzelgleichungen 3.3 und 1.4-2.3-2.4-1.3 (Distanzgleichung)
zwei Gleichungen fiir cos(d,), deren rechte Seiten noch die Terme sin(d4) und cos(d,)
enthalten. Gleichsetzen der beiden rechten Seiten ergibt dann eine Gleichung, aus der die
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Variable d, des Rotationsgelenks R, explizit quadratisch berechnet werden kann. Falls die
Gelenkachse von R, senkrecht auf beiden Gelenkachsen von C; und C; steht, geniigt
sogar die Gleichung 1.4-2.3-2.4-1.3 alleine zur Berechnung der Variablen d,. Im Abschnitt
2.4.2 wird im Zusammenhang mit Verfahren zur expliziten Losung der kinematischen
Gleichung mit Grad vier auch auf eine Obermenge dieser Roboterklasse eingegangen und
dort sind die hier erwdhnten Gleichungen aufgelistet.

Nach der Berechnung der Variablen d, kdnnen die restlichen drei Rotationsvariablen d;,
d, und d; mit Hilfe der Orientierungsbetrachtung ermittelt werden und zum Schluf} lassen
sich die beiden Translationsvariablen aus einem linearen System berechnen. Dabei ist
allerdings zu beachten, daB3 bei dieser Roboterklasse eine lokale Degeneration bei der
Ermittlung der Translationsvariablen existieren kann.

2.3.6  Anwendung der Positionswertbetrachtung auf den
ASEA-IR B6

Da der ASEA-IR B6 mit Knickhand die Voraussetzungen fiir die Anwendung der
Positionswertbetrachtung erfiillt, benutzen wir nicht die in Abschnitt 2.1.6 berechnete
Matrix M und die zugehorige kinematische Gleichung, sondern es wird als erstes aus der

vorgegebenen Zielstellung Z des Effektors die fiir das Verfahren besser geeignete
Zielmatrix W = Z+(T(z¢,-L¢)*X7*TR)! gebildet.

Der Ansatz D, 3+ D34 DyseZs=Djy! e We (Xq* R(Z5,dg))! erméglicht aus 3.4 eine
Bestimmung der Variablen d; (Positionswertbetrachtung) und — mit berechnetem d; — aus
3.3 eine Bestimmung der Variablen dg (Orientierungsbetrachtung).

3.4: 0= W14'Sil’l(d1) - W24'COS(d1)
Damit wird

dj, = ATAN2(W,4,Wy4)  djp = ATAN2(-Wp4,-Wyy)

Eine Reduktionsstellung fiir d; liegt vor, falls W;,=0 und W,,=0; d.h. der Ursprung des
Zielsystems W liegt auf der Achse z; und ist daher positionsinvariant gegen Drehungen
des Gelenks 1. Die Positionsinvarianz ist in diesem Fall ausreichend, da bei dieser
Roboterkonstruktion die Orientierungsdnderung, die durch ein beliebig gewihltes d,;
hervorgerufen wird, durch die letzten zwei Orientierungsgelenke ausgeglichen werden
kann, ohne dabei das Zielsystem W von seiner Position auf der Achse zu entfernen. Diese
geometrische Argumentation nimmt sehr stark Bezug auf die vorliegende
Roboterkonstruktion; ein allgemeines Interpretationsprinzip 148t sich daraus nicht
ableiten. Damit zeigt sich der Vorteil der von uns gewéhlten abstrakten Definition fiir das
Vorliegen einer Reduktionsstellung (vgl. Ende Abschnitt 2.3.2: ¢(...,w,,...)=0).
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3.3: 0 =sin(dg)-cos(k) {cos(d;) W,;-sin(d;)-W;}
+ cos(dg)-cos(k)-{cos(d;) Wy,-sin(d;)- W, }
+ Sln(k) {sin(dl)'WB-COS(dl)'W23}

Eine globale liegt fiir k=(n+0,5)'w, n€ {0,1,2,...}, vor. Da W53 und W,; beliebige Werte
annehmen konnen, ist das Verschwinden des Faktors {sin(d;)-W5-cos(d;)-W,3} nicht
garantiert. Damit ist 3.3 nicht korrekt erfiillt.

Eine Reduktionsstellung entsteht, wenn beide Faktoren von sin(dg) und cos(dg) gleich
Null sind und der Restterm konstant und von der Zielstellung unabhingig ist; dies ist nur
fir k=n'm, ne{0,1,2,...}, und cos(d;)-W,;=sin(d;)W;; und cos(d;)-W,,=sin(d;)- Wy,
moglich.

Unerreichbare (Orientierungs-)en treten flir k#n'w, ne {0,1,2,...}, auf und werden durch
einen negativen Radikanden in der Losungsformel sichtbar.

Ist die Berechnung von dg nicht an einer unerreichbaren Stellung bzw. an einer Degenera-
tion gescheitert, dann kann aus 1.3 und 2.3 bzw. aus 3.1 und 3.2 eindeutig die (korrekte)
Variable d bzw. d5 bestimmt werden:

dy = ATAN2( sin(d;)- {cos(k)-(sin(dg) W, +cos(dg) - W,,)-sin(k)-W,3}
+cos(d;)- {cos(k)-(sin(dg)- W +cos(dg)W,)-sin(k)-W 5} ,
-cos(k)- {sin(dg)- W3 +cos(dg) W3, t+sin(k) W53 )

ds = ATAN2( sin(d;)- {sin(dg)-W,-cos(dg)- W}
-cos(d;)- {sin(dg)-Wyy-cos(dg)- W}
-sin(d,)- {sin(k)-(sin(dg) W 1 +c0s(dg) W ) +cos(k) W 5}
+cos(d))- {sin(k)-(sin(dg) W, ;+cos(dg) W,y )+cos(k) Wy} )

Hinsichtlich der Berechnung der Variablen d, sei auf die in Abschnitt 2.1.6 erlduterte Sub-
stitution der Gelenkvariablen d; und d4 durch ds-d, und d4-d; verwiesen.

Um die noch unbestimmten Variablen d, und d; berechnen zu kénnen, muf3 — nach schon
erfolgter Anwendung der Positionswert- und Orientierungsbetrachtung — auf die
Abstandsbetrachtung zuriickgegriffen werden (Distanzbetrachtung kommt nur bei zwei
Translationsgelenken in Frage). Hier zeigt sich ein Vorteil der streng formalen
Vorgehensweise bei der Losung der kinematischen Gleichung; diese Methodik vereinfacht
die Suche nach moglichen Losungswegen und unterstiitzt das Vorhaben, die Berechnung
der Gelenkvariablen weitgehend rechnergestiitzt und automatisch ablaufen zu lassen.

In diesem fortgeschrittenen Stadium der Gelenkwinkelberechnung bieten sich mehrere
mogliche Ansdtze zur Abstandsbetrachtung, insbesondere dann, wenn die durch die
Berechnung von d;, d4, ds und dg giiltigen Beziehungen in die Ansidtze mit eingebracht
werden. Diese Strategie fiihrt auch zu einer deutlichen Reduzierung der Komplexitét der
Losungsformeln fiir d, und dj.
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In unserem Beispiel ist durch die schon verwendeten Einzelgleichungen 3.4, 3.3, 1.3, 2.3,
3.1 und 3.2 und durch den Riickgriff auf den Satz iiber die vollstindige Bestimmtheit einer
homogenen 4x4- Matrix folgende Aquivalenz fiir die rechte Seite unseres Ansatzes
gegeben:

Dy, e W e (Xg* R(z6,dg)) ! =

[ cos(dy)-cos(ds) -cos(dy)sin(ds) -sin(dg)  Wiycos(d))+W,ysin(d)) ]
sin(d,)-cos(ds)  -sin(dy)-cos(ds)  cos(dy) Wiy
) -sin(ds) -cos(ds) 0 0
| 0 0 0 1 -

Sei die Matrix auf der rechten Seite dieser Aquivalenz bezeichnet mit A, dann sind z.B.
folgende Ansitze fiir die Abstandsbetrachtung geeignet:

Dy3+Z3=A*(X;*Dys5°Zs)" {Berechnung von ds}
Dy3°D34°Dy5°R(z5,ds) = A T(z5,-Ly)"'  {Berechnung von d;-d,}
D34 DysR(z5,ds) =Dy3' e A T(zs,-Lyy)!  {Berechnung von d,}

Der bisher fiir die Positionswert- und Orientierungsbetrachtung verwendete Ansatz ist fiir
die Abstandsbetrachtung nicht geeignet; denn wegen der statischen Gelenk G; und Gy
wird der Abstand zwischen dem Bezugsystem S, und dem Zielsystem Sy, von den (noch
unbestimmten) Gelenkvariablen d;-d, und d4-d; bzw. nach Zusammenfassen der
Variablen paralleler Gelenke von d, und d; beeinflufit.

Die Komplexitdt der aus den oben angefiihrten Ansétzen ableitbaren Formeln fiir d, und
ds ist nur geringfiigig verschieden, wir verwenden im weiteren den Ansatz

) Dy3°Z3=A<(X4°Dys°Zs)!

II1.4: Li-cos(dy) = -L,-cos(d;) - Lyysin(dy) + Wy4-cos(d;) + Wyysin(dy)
[12.4: L;-sin(dy) = -L,-sin(d;) + Lyrcos(dy) + Wiy

113.4: 0 = 0.

Die Abstandsbetrachtung I111.42 + 112.42 + 113.42 liefert die Gleichung

L2 = {Wyycos(d))+Woysin(d))}? + Wa,? + Ly + Ly?

-2-sin(dy) Ly {W4-cos(d;)+W,ysin(d;) } +2-cos(dy) Ly W3y

-2-sin(d;) Ly {W34tLy-cos(dy)}

-2:cos(d3)- Ly {Wy4-cos(d;)+W,ysin(d;)-Lygsin(dy)}
und daraus kann die Variable d; berechnet werden; wird der Radikand negativ, so ist die
Zielstellung .
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Aus I11.4 und 112.4 folgt (bei positivem L,):
d2 = ATAN2(W34-L2'Sin(d3)+LH'COS(d4) ,
W 4-cos(dy)+W,y-sin(dy)-Ly-cos(ds)-Lyysin(dy) ).

Da verschiedene Ansitze fiir die Positionswert- und Abstandsbetrachtung herangezogen
wurden, kann der im Abschnitt 2.3.4 angefiihrte Satz nicht zur Berechnung von d,
verwendet werden; die Existenz des statischen Gelenks G; und das damit verbundene
Auftreten der Gelenkvariablen d, in zwei Ubergangsmatrizen D; ;s verhindert eine
Anwendung des Satzes. Mit L;#0 existiert immer eine Mdglichkeit, d, zu berechnen, d.h.
keine Reduktion oder Degeneration fiir d,, und die Korrektheit der beiden Gleichungen
sin(d,)=a und cos(d,)=b, d.h. a?>+b?=1, ist durch die Abstandsbetrachtung gesichert.

In der Abstandsbetrachtung kann {W,,-cos(d,)+W,4sin(d,)}? zu W,,>+W,,? vereinfacht
werden; dazu wird auf die Gleichung 3.4: 0 = Wy4-sin(d;) - Wy4-cos(d;) zuriickgegriffen.
Das gleiche Resultat ergibt sich, wenn bei der Vereinfachung der Matrix A die Gleichung
3.4 nicht berticksichtigt wird und in 3.4 statt 0 der Term W ,-sin(d;)-W,4-cos(d;) stehen
bleibt.

2.3.7 EiInfluB verschiedener Anséatze auf die Losungsstruktur am
Beispiel des GAA06
&

!

d,

>

Abb. 2.5: Roboter GdA06
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zZ, Zs Z, N
<< |
/ X1= X, / X3= Xy
Z, Zj
z
0
h
Yo
X0

Abb. 2.6:  Stellung der Gelenkkoordinatensysteme S; des Roboters GdA06 bei Gelenk-Null-Lage

Der Roboter GdAAO6 wird — bei optimal gewdhlten Gelenk-Null-Lagen — durch folgende
charakteristische Kenndaten beschrieben:

Gelenk 9; n; 1 o
1 d 0 0 90°
2 d, 0 1 0°
3 d3 0 0 -90°
4 dy h 0 90°
5 ds 0 0 -90°
6 dg 0 0 0°

Diese Roboterkonstruktion ist sowohl fiir die Anwendung der Positionswertbetrachtung
als auch der Abstandsbetrachtung geeignet. Mit dem Ansatz

I) D, 3°D; 4Dy 5°Ds 6°Dg 7 =Dy 57 1*W

konnen aus 13.4 die Variable d; (Positionswertbetrachtung) und aus 11.4%+12.42+13.42
(Abstandsbetrachtung) die Variable d; unabhidngig voneinander berechnet werden.
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Positionswertbetrachtung
Aus 13.4: 0=sin(d;) W4 - cos(d;) W,y

Falls W{4=0 und W,,=0, dann ist d; beliebig wihlbar (Reduktionsstellung),
sonst d;, = ATAN2(W,,, Wyy) {der Zielstellung zugewandt, vgl. Abb. 2.7 links)
dip, = ATAN2(-W,4 ,-Wy) {der Zielstellung abgewandt, vgl. Abb. 2.7 rechts}

Bei dhnlich gebauten Roboterkonstruktionen mit einem zusitzlichen Versatz h, zwischen
Gelenk 1 und Gelenk 2 (z.B. PUMA 560 von Unimation) werden die zwei mdglichen
Gelenkstellungen von d; oft als rechtshandig bzw. linkshéndig unterschieden; diese
Begriffsbildung ist allerdings beim GdA06 nicht plausibel, weil hier h,=0 ist.

dia dy, = dj, T180°
d,
o M
Null-Lage Ziel Null-Lage (]
T fiir Gelenk 2 1€ fiir Gelenk 2 Ziel
2 TZI

Abb. 2.7: Zweideutigkeit der Gelenkstellung d;

Abstandsbetrachtung
Aus 11.4%2412.4%+13.4%: h% + 12 - 2-hI'sin(d;) = W42 + Wy,2 + W2
Daraus folgt

Sin(d:;) = (h2 + 12 - W142 - W242 - W342)/(2h1) =a
cos(d) = 4/ 1-sin®(d;) = +\/ 1-a2

Die Losung ergibt sich dann zu
d;, = ATAN2(a, +\/1-a?)  dj, = ATAN2(a, \[1-a%)
Eine Stellungunerreichbare Zielvorgabe liegt vor, falls der Radikand 1-a2 negativ wird.

Eine isolierte Aussage, ob d;, oder d;, der nach oben bzw. unten gerichteten Gelenk-
stellung (vgl. Abb. 2.8) entspricht, kann nicht getroffen werden, da dies von der fiir die
Variable d; gewihlten Losung abhdngt. Wir kommen hier in Bereiche, in denen die dem
Anwender plausiblen Begriffe "Ellbogen unten" und "Ellbogen oben" eher zu
Fehlinterpretationen fiihren, weil diese Begriffsbildung nicht fiir das gesamten
Bewegungsintervall von Gelenk 2 plausibel bleibt. Im Falle der Gelenkvariablen d; bleibt
damit fiir die Unterscheidung der zwei Losungen nur der Riickgriff auf das Vorzeichen der
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Wurzel bzw. Aussagen dariiber, ob der Winkelwert im Bereich [-90°...90°[ oder
[90°...270°[ liegen soll.

Abb. 2.8: Zweideutigkeit der Gelenkstellung ds (fiir festen Wert d;)

Berechnung der Rotationsvariablen d, aus der Positionsspalte

Zur Berechnung der Variablen d, kann der Satz (Bestimmung einer Rotationsvariablen
aus der Positionsspalte) aus Abschnitt 2.3.4 herangezogen werden; Ansatz

I) Dy3*D34°Dy5°Ds6°Dg 7 = Dy p7'eW

wird entsprechend den Vorgaben des Satzes dargestellt durch R(z, d,)*X =Y mit:
X4 =-sin(d;)'h +1

X4 = cos(d;)-h

Y4 =cos(d)) Wiy +sin(d)) Wy,

Yo =Wz

Hieraus ergibt sich

dz = ATANz((-Sln(d3)h+l)W34 - COS(d3)'h'(COS(d1)'W14+Sin(d1)'W24) ,
(-sin(ds) hr+1)-(cos(d)) W sin(d, ) Wag) + cos(ds)h Way)

und eine bei X;,=0 und X,,=0 vorliegende Reduktionsstellung fiir d, ist laut Satz immer
erreichbar.

Alternativer Losungsansatz

Gerade fiir Roboter mit giinstiger mechanischer Konstruktion gibt es mehrere unterschied-
liche Ansétze, die zur Losung einer Variablen herangezogen werden kénnen. Ein systema-
tisches Vorgehen anhand der hier vorgestellten Verfahren erweist sich jedoch — wie am
folgenden Beispiel dargestellt — als effizienter.
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Wird nach der Berechnung der Variablen d; mittels Positionswertbetrachtung nicht
erkannt, da} der Ansatz I auch fiir die Abstandsbetrachtung optimal geeignet ist, und zu
dem Ansatz

1) D; 4Dy 5°Ds¢*Dg 7 =Dy 371Dy 51 W

iibergegangen, so fiihrt das zwar zu Losungen mit anndhernd gleicher Komplexitit, aber
auch zum Verlust der voneinander unabhidngigen Berechnungsmoglichkeit fiir d; und ds
bzw. d, . Der Ansatz Il dient ebenfalls zur Anwendung der Abstandsbetrachtung, die
Auswahl von Bezug- und Zielsystem ist jedoch nicht optimal getroffen, da sowohl d; als
auch d, den Abstand zwischen Bezug- und Zielsystem bestimmen und somit die vorange-
gangene Berechnung von d; eine wesentliche Bedingung fiir die Anwendbarkeit von
Ansatz II ist (im Ansatz I bestimmt nur die Gelenkvariable d; den Abstand).

Aus I11.4%+112.42+113.42;

h? = W, 24+ W,, 2+ W3, 2412 - cos(d,)-2-1-(cos(d) W 4+sin(d;)-W,y) - sin(d,)-2:1-W,
Umgeformt und abgekiirzt ergibt sich die Bestimmungsgleichung

sin(d,)-a - cos(d,)'b=c

und daraus die Losung:

o = ATAN2(c , \[a2+b?-c? ) + ATAN2(b,a)

Unerreichbar ist die Zielvorgabe, falls der Radikand a>+b?-c? negativ ist. Fiir Wy, = W,, =
W, = 0 verschwindet die Variable d, aus der Abstandsgleichung, es bleibt h*=1%; damit
liegt eine Reduktionsstellung fiir d, vor, die nur fiir I=th erreichbar ist.

Ein Versuch, die in der Abstandsgleichung im Term cos(d;)-W,+sin(d;)-W,, auftretende
Variable d; durch Einsetzen der vorher schon ermittelten Losungsformel zu eliminieren,
scheitert. Mit

13.4: 0=sin(d;) W4 - cos(d;)-W,, (Positionswertbetrachtung)

gilt zwar
Sin(dl) = COS(dl)'W24 / Wl4 )

und aus sin?(d,) + cos?(d,) = 1

folgt
cos2(d;) - (Wo,2W12) / W2 =1 baw. cos(dl)zi%
NV Was Wiy

und damit gilt
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W4 W™ Wiy

cos(d;)W 4 +sin(d;) Wy, = i( + ] = 4 /W142+W242 ’
Wit Wa2 - Wi Wi 2+ W,,2

doch da die Giiltigkeit des Vorzeichens bei

Wiy
cos(d)) ==
\ WoiP W2

von der in der Positionswertbetrachtung fiir d; gewdhlten Losungsvariante abhingt, kann
d, nur aus dem Term ATAN2(c , +\/a>+b?-c? ), nicht jedoch aus dem Term ATAN2(b,a)
der fur d,,}, angegebenen Formel eliminiert werden. Deshalb konnen bei dieser Variante
im Gegensatz zum Ansatz I d; und d, nicht unabhédngig voneinander berechnet werden.

Dies ist ein schwerwiegender Nachteil, wenn wir beispielsweise an Rechnerarchitekturen
mit parallelen Prozessoren denken, wo die Bestimmung von d; und d, sonst parallel

erfolgen konnte.

Nach der Ermittlung der Variablen d; und d, kann dann die Variable d; aus I11.4 und 12.4

errechnet werden.
I1.4: -sin(d;)-h+l = cos(d,)-{cos(d)-W4+sin(d;)-W,,}+sin(d,) W3y
12.4: cos(ds)'h = -sin(d,)- {cos(d;)-W,4+sin(d;)- W, }+cos(d,) W3y

Bestimmung der restlichen Variablen aus dem Orientierungsteil

Unabhéngig davon, nach welcher Variante die Variablen aus der Positionsspalte bestimmt
wurden, konnen die restlichen drei (Orientierungs-)Variablen d, , ds und dg mit Hilfe der
Orientierungsbetrachtung berechnet werden. Dazu wird der Ansatz

III) D5,6.D6,7 = D4’5-1'D3,4_1'D2’3-1'D1’2_1'W Zugmndegelegt.

Aus II13.3: 0 = sin(dy)- {cos(d,+d;)-[cos(d;)- W 5+sin(d;) Wz ]+sin(d,+d;)-Wis}
- cos(dy)-{cos(d;) Wp3-sin(d;) W3}
abgekiirzt: 0 =sin(dy)-a - cos(d,)-b

ergibt sich die Losung, falls a#0 oder b0,

d,, = ATAN2(b, a)
d4b = ATAN2(-b, -a) = d4a + 1

Ist a=b=0, ergibt sich eine Reduktionsstellung und d, ist beliebig wéhlbar.

Aus der Losungsgleichung 146t sich ablesen, dafl fiir alle Orientierungsvorgaben
mindestens zwei Losungswerte gefunden werden konnen; diese Aussage gilt immer dann,
wenn die Rotationsachsen der Orientierungsgelenke aufeinander senkrecht stehen.
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Eindeutige und korrekte Werte fiir die Variable ds bzw. dg konnen aus den Gleichungen

I11.3 und I112.3 bzw. II3.1 und III3.2 hergeleitet werden. Damit erhalten wir fiir jede
Zielvorgabe acht verschiedene Losungstupel fiir die Gelenkvariablen.

2.3.8 Zusammenstellung der explizit quadratisch l6sbaren
Roboterklassen

Ausgehend von den Voraussetzungen der in Abschnitt 2.3.2 bis Abschnitt 2.3.5 beschrie-
benen quadratischen Losungsverfahren werden Roboterklassen definiert, die fiir die
Anwendung eines der vier beschriebenen Losungsverfahren geeignet sind. Die folgende
Betrachtung bezieht sich auf Roboter mit dem Getriebefreiheitsgrad F = 6 bzw. auf die
sechs noch unbestimmten Gelenke bei einem Getriebefreiheitsgrad F > 6 ; in Klammern
ist jeweils das erste anzuwendende Verfahren zur Berechnung der Gelenkvariablen
angegeben:

1. Roboter mit drei Translationsgelenken (Orientierungsbetrachtung)

2. Roboter mit zwei Translationsgelenken und zwei zueinander parallelen Rotations-
gelenken (Orientierungsbetrachtung)

3. Roboter mit zwei Translationsgelenken wund drei sich schneidenden
Rotationsgelenken (Positionswertbetrachtung)

4. Roboter mit zwei sich schneidenden Rotationsgelenken und einem weiteren
Rotationsgelenk, das  senkrecht auf zwei  Translationsgelenken  steht
(Positionswertbetrachtung)

5. Roboter mit einem Translationsgelenk und drei zueinander parallelen
Rotationsgelenken (Orientierungsbetrachtung)

6. Roboter mit zweimal zwei zueinander parallelen Rotationsgelenken und einem
Translationsgelenk, das senkrecht auf einem der parallelen Rotationsachsenpaare
steht (Orientierungsbetrachtung)

7. Roboter mit zwei sich schneidenden Rotationsgelenken und zwei weiteren zueinander
parallelen Rotationsgelenken und einem Translationsgelenk, das senkrecht auf diesen
zwei parallelen Rotationsgelenken steht (Positionswertbetrachtung)

8. Roboter mit drei sich schneidenden Rotationsgelenken und einem Translationsgelenk,
das senkrecht auf einem weiteren Rotationsgelenk steht (Positionswertbetrachtung)

9. Roboter mit drei sich schneidenden und weiteren zwei sich schneidenden Rotations-
gelenken (Abstandsbetrachtung)

10. Roboter mit drei zueinander parallelen Rotationsgelenken und weiteren zwei
zueinander parallelen Rotationsgelenken:
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11.

12.

13.

Das sechste (nicht im Sinne einer kinematischen Reihenfolge!) Gelenk muf} ein Rota-
tionsgelenk sein, da sonst eine globale Orientierungsdegeneration vorliegt.
(Orientierungsbetrachtung)

Roboter mit zwei sich schneidenden Rotationsgelenken und drei weiteren zueinander
parallelen Rotationsgelenken:

Das sechste (nicht im Sinne einer kinematischen Reihenfolge!) Gelenk ist ein Rota-
tionsgelenk, da sonst die Konstellation unter den Punkt 5 fillt. (Positionswert-
betrachtung)

Roboter mit drei sich schneidenden Rotationsgelenken und zwei weiteren zueinander
parallelen Rotationsgelenken (Positionswertbetrachtung)

Roboter mit zwei Translationsgelenken, die zu je einem Rotationsgelenk parallel
sind, und einem weiteren Rotationsgelenk, das sich als einziges Gelenk zwischen
diesen beiden Paaren paralleler Translations- und Rotationsgelenke befindet und
keinen Versatz entlang seiner Rotationsachse aufweist (Distanzbetrachtung)
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Gleichung mit Grad vier

2.4.1 Roboterkonstruktionen mit drei sich schneidenden
Rotationsachsen

Alle Roboter mit drei sich schneidenden Rotationsgelenken fithren auf Bestimmungs-
gleichungen fiir die Gelenkvariablen, die Polynome vom Grad < 4 sind [Pieper 69].

Der Abschnitt 2.3.8 zeigt, daB3 die hier betrachteten Roboterkonstruktionen mit zwei und
drei Translationsgelenken sogar zu quadratischen Losungspolynome fithren. Wir
beschrinken uns daher auf Roboter mit sechs Rotationsgelenken oder mit flinf
Rotationsgelenken und einem Translationsgelenk. Den Beweis fiir obige Behauptung
fiihren wir auf der Basis der hier entwickelten Theorie und verwenden folgenden Ansatz:
das Koordinatensystem S; eines nicht am Dreifach-Schnittpunkt 3S beteiligten
Rotationsgelenks wird als Bezugsystem und der Schnittpunkt 3S der drei Rotationsachsen
als Ursprung des Zielsystems gewihlt. Dieser Ansatz kann immer erreicht werden; falls in
der kinematischen Kette kein zusitzliches Rotationsgelenk vor dem Dreifach-Schnittpunkt
3S existiert, kann durch Invertierung der gesamten kinematischen Gleichung Abhilfe
geschaffen werden.

Zur Bestimmung der Gelenkvariablen werden die z-Positionswertgleichung (3.4) und die
Abstandsgleichung bendtigt; nach den in Abschnitt 2.3.3 und 2.3.4 erlduterten geometri-
schen Uberlegungen enthalten beide Gleichungen nur noch die beiden Gelenkvariablen
der nicht im Bezugsystem liegenden und nicht am Dreifach-Schnittpunkt 3S beteiligten
Gelenke. Da nach den Eingangsiiberlegungen maximal ein Translationsgelenk in der
Konstruktion zugelassen ist, tritt in den beiden Gleichungen mindestens eine
Rotationsvariable auf.

Roboter mit sechs Rotationsachsen

Aus der kinematischen Grundgleichung kann (notfalls durch Invertierung) immer der
Ansatz  R;*R,*A=B  erzeugt werden; R; , R, sind dabei homogene
Transformationsmatrizen von Rotationsgelenken, A und B enthalten die restlichen
Variablen und die Zielvorgabe W. Konstante D-H-Parameter sind soweit wie moglich
schon in die Zielstellung W integriert. Das durch A definierte Zielsystem liegt mit seinem
Ursprung im Dreifach-Schnittpunkt 3S. Die D-H-Parameter der drei am Dreifach-
Schnittpunkt 3S beteiligten Rotationsgelenke werden mit den Indizes 3S1, 3S2 und 3S3
gekennzeichnet und fiir A und B kommen damit maximal folgende D-H-Parameter in
Frage:

fir A (vi,h,1,0) , (d3s1,h351, 0, 0357) 5 (d352,0,0, 0357) 5 (d353,0,0,0)
fir B: W, (vi,0,0,0)", (0, hsgs, Ligs , 0t3g3)"!
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Diese Uberlegungen spielen spiter bei den Gradabschitzungen des Losungspolynoms eine
entscheidende Rolle.

Der Ansatz R;*R,*A=B liefert folgende Gleichungen:

1.4: sin(d;)- {sin(ot;) (A, sin(a,)+Az4-cos(ay)th,)
-cos(aty) {sin(d,) (A 4t1y)+cos(d,y) (Ayscos(o,y)-Asysin(o,)) )}
+eos(dy) {11 +cos(dy) (A4t1)-sin(dy) (Agg-cos(dy)-Azysin(ay))} = Byy

2.4: -cos(d;)- {sin(a):(A4sin(o,)+As, cos(a,)+h,)
-cos(op)" {sin(dy) (A 4H1p)+cos(dy) (Aggcos(ap)-Asysin(ay)) )}
+sin(d) {l;+cos(dy) (A 4H]y)-sin(d,) (Agy-cos(dy)-Azysin(ay))} = By

3.4: sin(ay) {sin(dy) (A 4t1p)teos(dy) (Agy cos(ay)-Asysin(ay)) }
+eos(a) (Aggsin(ap)tAszy-cos(ay)thy) = Bsg-hy

Abstandsgleichung:
12y (A )+ Agy™+Agy®+2:hy (Agy sin(ap) +A g4 cos(ay))
+2:1;-{c0s(d;) (A 4H]y)-sin(dy) (Agy cos(ay)-Asy sin(0,)) }
= B4 By +(Byy-h))?

In Anlehnung an die Terminologie in [Pieper 69] werden folgende Abkiirzungen definiert:
Fi=Ath

Fy = Ayyrsin(op)+As4-cos(ay)

Fy = 172y (A 141+ Agy Az >+ 2 hy (Agysin(ap) +Az4-c08(0t,))

Fy = cos(ay) (Aggsin(a)+Az4-c0s(0)+hy)

3.4: sin(o)-{sin(d,)-Fi+cos(d,)F,} + F4, = Bsy-h;
AbStanngleiChung: F3 + 211{COS(dz)F1-Sln(d2)F2} = B142+B242+(B34-h1)2

In der z-Positionswertgleichung 3.4 und der Abstandsgleichung treten nur die Variable d,
und eine weitere, in den Elementen Aj oder Bj; enthaltene Variable v; auf. Aus diesen
beiden Gleichungen wird nun die Variable d, eliminiert und ein Lésungspolynom vierten
Grades fiir die Variable v, erzeugt. Dazu muf} die Variable d, auf einer Gleichungsseite
isoliert werden; durch Quadrieren und Addieren der beiden umgeformten Gleichungen
verschwindet die Variable d, und es bleibt das Losungspolynom

Fi2+F? = {(Byg-hi-Fy)/sin(oy)}? + {(By4™+Byy™+(Bsy-h)>-F3)/(2:1)} 2

in der Variablen v; .

1;#0 und sin(a;)#0 kann vorausgesetzt werden, da andernfalls die Roboterkonstruktion
sogar auf eine quadratische Losungsgleichung fiithren wiirde (vgl. Abschnitt 2.3.8, Nr. 9
und Nr. 12).

Da es sich bei der Variablen v; um eine Rotationsvariable handelt, die entsprechend der
Tangenssubstitution x=tan(vy/2) (vgl. Abschnitt 2.2.3) vom Grad 2 ist, und da diese
Variable v| nur in den Elementen Aj; oder Bj; enthalten ist, sind fiir die Gradbestimmung
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des Losungspolynoms nur die Terme von Interesse, deren Grad in A;; bzw. Bj; > 2 ist. Das
ist nur fiir den letzten Term {(B;4*+B,42+(B34-h;)?-F3)/(2-1,)}? des Polynoms der Fall.
Zum Beweis, dal} der Grad dieses Polynoms < 4 ist, bleibt deshalb noch zu zeigen:

(A 4+1)2+A, 42 +A5,% und B ,2+B,,*+(Bsy-h;)? sind Terme in x=tan(v;/2) mit Grad < 2,
wobei die Konstanten 1, und h; den Grad nicht beeinflussen und deshalb nicht weiter
mitgefiihrt werden

Aufgrund der Uberlegungen zur Struktur von A und B am Anfang dieses Abschnitts gilt
fir A142+A242+A342 bzw. B142+B242+B342 immer:

AP A Az = hyg PPN + 2-hgg h-cos(a)

B4 By +B3y” =
W2+ Wpu+ Wi 2 thsg 2 g5
- 2{W 4 W3t Woy Wost W3y Wit {cos(at3g3) hsgs )
- 2:{W 4 Wt Wy Wiyt W3 Wiy b+ {cos(v)) sin(o3g3) hygs-sin(vy) l3g3 }
- 2{Wiy W+ Woy Wy + W3y Wy b {cos(v)) I3g3sin(vy) sin(o3g3)-hags

Damit fiihrt das obige Ldsungspolynom maximal zu Grad vier bzgl. der Variablen
x=tan(v,/2).

Wir haben an dieser Stelle gezeigt, dal eine geschlossene Losung im Prinzip moglich ist,
wollen aber aufgrund der geringen praktischen Bedeutung dieser Losungsformen diesen
Weg nicht weiter verfolgen.

Roboter mit funf Rotations- und einer Translationsachse:

In diesem Fall konnen alle Konstruktionsvarianten durch Invertierung einzelner Rand-
matrizen bzw. der gesamten kinematischen Gleichung auf drei Ansdtze zuriickgefiihrt
werden. Diese Uberlegung wird durch folgende Aussage unterstiitzt:

Wird die kinematische Kette der drei sich schneidenden Rotationsgelenke von einem
Translationsgelenk unterbrochen (ein Dreifach-Schnittpunkt 3S existiert nur, wenn die
Translationsachse parallel zur Achse des ersten oder dritten Rotationsgelenk ist), dann
kann die Reihenfolge der D-H-Parameter immer so umgeformt werden, daB3 die
Beschreibung des Translationsiiberganges vor oder hinter die Beschreibung der drei sich
schneidenden Rotationsgelenke gezogen wird ([Hei3 85]) und eine kompakte Darstellung
3S = (Rsg1, R3gn, R3g3) der drei Rotationsgelenke entsteht.

Die drei Ansitze fiir die kinematische Gleichung haben folgendes Aussehen:

OL) RI.RZ.A =B
mit BZ(O, t, 1, O(,)_I‘W oder B=W oder B=W’(0, t, O, 0)_1’(0, h353, 13S3’ (1.353)_1
und A:(Sa t, 1 D (X) 5 (d3Sh h3S]a 0> 0‘381) P (d3SZa 0> 0 5 0‘382) 5 (d3s3’ 0’ 0’ 0)

B) RyTeRy35=W

y)  R*A-3S =B*W-R,!*Konst -!
mit A=(9,t,1, a)und B =neutrales Element
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oder A = neutrales Elementund B=(0,t,1, a)!
und Konst = (0, hsg3 , 1353 , 0t353)

zu o) Da A und B nur die Translationsvariable t enthalten, liefert (A, +1,)*+A,,>+A5,>
und B,,2+B,,?+(B;,-h;)> maximal den Grad zwei in v/=t und damit kann diese Variante
wie im Fall ohne Translationsgelenk behandelt werden.

zu ) Die Roboterklasse hat folgende Struktur
(d,hyl00) (9,6, 0op)*(dg,h,1,000)*(d3,h3,0,03)#(dy,0,0,04)(ds hs, 1, 005),

die zu folgendem Ansatz fiihrt:

R(z1,d ) T(X},11)*R(X1,01)°R(Z,3) T(Z,)* T(X,11)*R(X,001)* D5 3°D3 4°Dy 5°Ds ¢ =
{=T(z;,h)) " *Ziel*R(xs,05) '+ T(Xs,15) '+ T(z5,hs) '} = W

Daraus folgt:

3.4: cos(a)- {t+sin(oy)-(sin(d,)-1,-cos(d,)-sin(a,)-hs)+cos(ar)-(hy+cos(a,)-hs)}
-sin(a;): {cos(8)- {sin(o)-(hy+cos(a,)-hs)-cos(ar)-( sin(d,)-1,-cos(d,)-sin(a,)-h3)}
-sin(Y)- {sin(d,)-sin(at,)-hs+cos(d,) 1, +1t} }
=Wy

Abstandsgleichung:
112+1T2+h22+122+h32
+ 2-{hy"h3-cos(a,) + 1;-sin(8)-sin(oiy)-(hytcos(a,)-hs) +1;-cos(9) It}
+ 2
+ 2-t-{(sin(d,)-1,-cos(d,)-sin(a,)-h3)-sin(ay) + cos(oy)-(hy+cos(a,)-hs)}
+ 2-sin(d,)- {11-sin(a,)-h3-1;-sin(8)-cos(arr)-1,+1;-cos(3)-sin(a,)-hy }
+ 2-cos(d,)" {111, +1;-sin(8)-cos(or)sin(ay)-hy+1;-cos(8) 1, }
= Wi Wy, W2

Wegen cos(o;)#0 (sonst fithrt die Konstruktion auf eine quadratische Bestimmungs-
gleichung, vgl. Abschnitt 2.3.8 Nr. 8) kann die Gleichung 3.4 so umgeformt werden, daf3 t
durch einen Term in x=tan(d,/2) mit Grad < 2 darstellbar ist: t=f(tan(d,/2)). Wird der
Term f(tan(d,/2)) nun in die Abstandsgleichung statt t eingesetzt, dann erhalten wir ein
Polynom vierten Grades in x=tan(d,/2).

zu y)  Hier lduft die Beweisfiihrung analog zu ). Die Roboterklasse erlaubt die
Strukturen

(dlahlallaal) . (S,t,l,(x) ° (d351’h3S190’a3S]) . (d382307030’3S2) . (d3s3,h3s3’1383’a3s3) .
(d25h2712’a2) bzw.

S,tLo) ¢ (dphpl,o) o (digphyg0,055;) o (d3g),0,0,0355) ¢ (dsgs.hsgssligs,0ngs)
(d,hy,15,0),

die zu folgenden Ansétzen fiihren:



2.4 Verfahren zur expliziten Losung der kinematischen Gleichung mit Grad vier 87

R(Zl,dl)'T(Xl,11)'R(X1,a1) b R(Z,8)'T(Z,t)'T(X,1)'R(X,(X) b D3SI,3SZ ° D3SZ,3S3 °
R(Z353,d353) = W*(d2,0,0,0)" * (0,h3g3,1353,04353)"!

bzw.

Dy, * Dss1352 * D3so3s3 ¢ R(Z383,d353) =
(0,t,L,a)! » We(d,,0,0,0)! « (0,h3g3,1353,01353) !

Konstante D-H-Parameter sind — soweit moglich — schon in die Zielstellung W integriert.
Damit ergeben sich folgende Bestimmungsgleichungen:

3.4: sin(oty)- {sin(9)-1-cos(8)-sin(at)-h3q;} + cos(a): {t+cos(a)hyq;} =
= sin(dy) {W351353-W3sin(a3g3) hagz ) - cos(dy) { W31 13537 W3y sin(ass3) hgs )
- W33-cos(a353) hys3 + Wiy

bzw. mit der Abkiirzung C = (0,t,l,a)"' » W fiir die zweite Struktur

3.4: hl + COS(GI)'h:;Sl =

= sin(dy){C3y:1353-C31°sin(0353) h3g3} - €0s(dy) {C31353+C3ysin(01353) hag3 )
- C33:008(0t353) h3s3 + Cag

Die Variable t tritt bei C nur in

Cyy=cos(a) Wy +sin(a): {W34-t} und Csy=cos(a): {Wsy-t} - sin(a)-Woy

auf; damit sind beide Gleichungen 3.4 linear in t und mit cos(ot;)#0 bzw. cos(o)#0 ist
t=f(tan(d,/2) mit Grad(f) <2 immer moglich.

Abstandsgleichung:
1,2+ 2+ 12+ hyg, 2 + 2-cos(aty)-hygyt + 2:1;- {cos(9)-1+sin(8)-sin(a)-h3g; } =
= W2 W+ Wi thygs lyg3?
- 2{W Wt Wy Wt W3- Wiy b {cos(dy) 1353 +sin(d,) sin(oi3g3) hags
- 2{ W Wt Woy Wyt Wi Wiy b {cos(d,)-sin(01353) h3g3-sin(d,) 133}
- 2{W i3 W4t Wy W+ W33 Wy }-cos(azgs)hags )

bzw.

hy? + 1,2+ hyg)? + 2-cos(oy)'hyhyg) =

= C12+Cyy +CayPthygy lag5?

- 2{Cy 1 CiytCy CoytC3y°Cayt - {cos(dy) 3g3tsin(dy)-sin(0353) g3}
- 2{C ' C 4 HCpCpytCyy:Cyy - {cos(dy) sin(aizg3)-hags-sin(dy) 13g3
- 2:{Cy3:C41Cp37CytCa37Cay ) cos(a3g3) h3gs )

Auch hier fiihrt das Einsetzen von t=f(tan(d,/2)) zu einem Losungspolynom fiir tan(d,/2)
vom Grad <4 .
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2.4.2 Roboterkonstruktionen mit 2 Zylindergelenken

Als Zylindergelenke C werden die Gelenkeinheiten eines Roboters bezeichnet, bei denen
Rotationsachse und Translationsachse identisch sind; die D-H-Parameter fiir diese
Gelenke mit dem Freiheitsgrad zwei lauten (d, t, 1, o) und die zu den beiden Variablen d
und t gehorende Transformationsmatrix wird mit ZC bezeichnet. ZR kennzeichnet die aus
(d, h) entstandene Transformationsmatrix eines Rotationsgelenks und X; ist die bisher
schon bekannte Transformationsmatrix fiir die Translation und die Rotation bzgl. der x;-
Achse. Das von Yang vorgestellte Verfahren [Yang 69] basiert auf der Verwendung
dualer 3x3-Matrizen und stiitzt sich auf folgenden Ansatz:

ZC*Xye ... +X*ZC, = .

Aus der Orientierungsbetrachtung (Abschnitt 2.3.2) ist bekannt:

Im Primérteil und im Sekundirteil von 3.3 des obigen Matrixprodukts verschwinden d,;
und d,, t; und t, treten im Primiérteil (=Orientierung) nicht auf. DaBl eine
Translationsbewegung des Zylindergelenks C, die Stellung der z-Geraden des Zielsystems
nicht verdndert und daher t, nicht im Sekundérteil der dritten Spalte auftritt, wird
einsichtig, wenn man sich vor Augen fiihrt, dal die z-Achse des Zielsystems und des
Gelenksystems der Variablen t, identisch sind.

Jetzt zeigt sich ein weiterer Vorteil des zur Positionsbeschreibung von Geraden
verwendeten Momentenvektors gegeniiber dem Lotvektor. Denn wéhrend die Variable t;
in allen Komponenten des Lotvektors enthalten ist, ist der z-Wert der Momentenvektoren
invariant gegen eine Bewegung t; entlang der z-Achse des Bezugsystems. Dies wird
deutlich bei der Betrachtung der dualen 3x3-Matrix ZC;.

cos(d,)-e-t-sin(d,)  -sin(d,)-e't,-cos(d,) 0
ZC, =| sin(d,)+e't;-cos(d,)  cos(d))-et;-sin(d,) O

0 0 1

Diese Invarianz der z-Komponente des Momentenvektors gegen eine Verschiebung der
Geraden in z-Richtung kann auch direkt bewiesen werden:

m = Ix0 = axo (vgl Abschnitt 1.1.3)
Bei einer in z-Richtung verschobenen Geraden gilt:
Mye, = (a5, ay, 3,72) %0 und  m, = m,,, = a,0,-a, 05 # f(2)

Damit ist im Element 3.3 des obigen Ansatzes keine der vier Variablen d; , t; , d, und t,
enthalten und dies fiihrt wegen der beiden restlichen Gelenkvariablen d; und d; zu einer
dualen Gleichung in zwei Unbekannten. Durch Aufspalten der dualen Gleichung in ihre
Primédr- und Sekundérgleichung und durch geeignetes Umformen, Quadrieren und
Addieren dieser beiden Gleichungen wird versucht, eine Variable zu eliminieren und ein
Losungspolynom 4. Grades fiir die verbleibende Variable aufzustellen.
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Um nachzuweisen, dall dies gelingt, werden alle in Frage kommenden Roboter-
konstruktionen mit 2 Zylindergelenken und 2 Rotationsgelenken betrachtet und in
folgenden vier Aquivalenzklassen zusammengefaBt:

D dy,t, o) (dy, by b, 0p)(ds sty 13, 03) (dg by s 1y 5 0y)
I (dy,ty, 1, 0)(dy, hy s, 00) (ds s hy L 135 05) (dy sty 5 1y 5 04)
a) (dy,t;, 1, 09)(dy,t, 1,09 (d3, hs, 13, 03) (dg, by, 1y, 04)
IIb) (dy,ty, 1, 0)(dy,tp, 1, 09) (d3, hs, 15, 03) (dy, by, 1y 5 04)

Durch Invertierung der kinematischen Gleichung ergeben sich die fiir das Yang-Verfahren
notwendigen Ansétze:

I) ZCI'Xz'ZRz'X3'ZC3 = W'(X4’ZR4)-1
II) ZCI'Xz'ZRz'X3'ZR3’X4’ZC4 =W
IIIa) ZCI'X2'2C2 = W'(X3'ZR3’X4’ZR4)-1

IIIb) ZCZ'X3'ZC3 = (ZRI'Xz)-l'W’(X4'ZR4)-1

Im Fall I fiihrt folgendes Vorgehen zum Ziel:

3.3: -cos(d,)-sin(oy)-sin(a,) + cos(oty)-cos(a,)
+ & {- cos(d,)- {sin(a)-cos(a,)-1l,+cos(a;)-sin(a,)-1; }
+ sin(d,)-sin(a;)-sin(a,)-h, - 1;-sin(ot;)-cos(a,) - 1,-cos(a;)-sin(a,)} =
= sin(a3) {sin(dy)-Wp3;+cos(dy) Wps3,} + cos(a3) Wps3
+ e {l3-cos(a3) {sin(d4) Wp3;+cos(ds) Wps }
+ sin(o3) {sin(dy)- Ws3 +cos(dy) Wss,} - I3-sin(ai3)- Wpszt+cos(a) Wsss§

Aus der Primérgleichung wird abgeleitet: cos(d,)=f(d,)/{-sin(ct;)-sin(a,)}
Mit Abschnitt 2.3.8 Nr. 2 kann sin(a;)#0 und sin(a,)#0 vorausgesetzt werden.

Einsetzen von cos(d,)=f(d,)/{-sin(a;)-sin(a,)} in die Sekundargleichung und umformen
zu sin(d,)=F(d,)/{sin(a;)-sin(a,)-h,} erdffnet die Moglichkeit, durch Quadrieren und
Addieren der beiden Gleichungen die Variable d, zu eliminieren und das Losungspolynom
vierten Grades in x=tan(d,/2)

1= {f(dg)*hy? + F(d)?}/{sin(a;)-sin(ay) hy} >
zu erhalten.

Interessant ist es nun auch zu untersuchen, wie die im Yang-Verfahren verwendete duale
Einzelgleichung 3.3 aus einem Ansatz mit homogenen 4x4-Matrizen hergeleitet werden
kann. Der Primérteil der dualen Einzelgleichung 3.3 ist identisch mit der Einzelgleichung
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3.3 des Ansatzes mit homogenen 4x4-Matrizen und die ebenfalls benétigte Sekundar-
gleichung 3.3 ergibt sich aus dem homogenen Ansatz durch

Explizite Losungsmethoden fiir IT) und II) wurden in [Baumeister 86] untersucht; um
geschlossenen Losungsformeln zu ermoglichen, miissen diese Roboterklassen durch
zusitzliche kinematische Vorgaben weiter eingeschrinkt werden.

II) (dl , tl , 0 R 900) (d2 , hz?ﬁo R 0 , 900) (d3 , 0 , 13 , (1.3) (d4 . t4 , 14 , (1.4)
IIIa) (dl > tl > 0 > 900) (d2 > t2 > 0 > 900) (d3 > h3 > 13 B 900) (d4 > h4 > 14 > (14)
1) (d;,hy,0,90% (dy,ty,0,90° (ds, ts, 15, 90°) (dy , by, 1y, )

Statt o;=90° ist auch a,=270° gestattet; dies entspricht der Wahl der entgegengesetzten
Gelenkdreh- bzw. Gelenkschubrichtung im nachfolgenden Gelenk.

Eine weitere Roboterklasse, fiir die nach [Baumeister 86] und [Pieper 69] ein Losungs-
polynom vom Grad vier hergeleitet werden kann, wird durch folgende D-H-Tupel
beschrieben:

(d;, hy, 0, 90°)(d,, 0, 15, -90°)(ds, 0, 0, 90°)(dy, 0, 14, -90°)(ds, 0, 0, 90°)(d¢, hg, lg, 0tg)
diese Konstruktion entspricht dreimal zwei sich schneidenden Rotationsgelenken mit den
Zusatzbedingungen h;=0, 0;=90°+m, 2<i<5, 15j<5.

Aufgrund der geringen praktischen Relevanz der letzten vier vorgestellten Roboterklassen
wird hier auf eine Herleitung der Losungspolynome und die Darstellung der Gradberech-
nung verzichtet; eine detaillierte Behandlung dieser Klassen ist bei den oben zitierten
Autoren zu finden.

2.4.3 Vergleich der Lésungen mit Grad zwei und Grad vier

Zwei wesentliche Aspekte sind beim Vergleich zwischen den in Kapitel 2.3 und 2.4
vorgestellten Losungsverfahren zu betrachten. Dies sind einerseits die Komplexitdt und
die Anwendbarkeit der gewonnenen Losungsformel, andererseits die Méchtigkeit der
Verfahren in der Praxis.

Obwohl fiir Polynome vom Grad vier explizite Losungsformeln existieren, ist ihr Einsatz
aufgrund der hohen Komplexitit und der Gefahr numerischer Ungenauigkeiten sehr
umstritten. Eine ernstzunehmende Alternative bietet hier die Anwendung numerischer
Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle dieses Polynoms, um dann mit dem bekannten
Gelenkwert die restlichen Gelenkvariablen quadratisch zu berechnen. Degenerations- oder
Reduktionsstellungen kdnnen schon am Verschwinden der Variablen aus der Polynom-
gleichung erkannt werden, die Analyse einer unerreichbaren Zielstellung anhand des Poly-
noms vierten Grades erweist sich jedoch als sehr komplex und aus dem numerischen,
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linearisierten Verfahren 148t sich fiir unerreichbare Zielstellungen kein Kriterium ableiten.
Der entscheidende Aspekt fiir den Einsatz numerischer Verfahren diirfte aber darin liegen,
ob bzw. mit welcher Wahrscheinlichkeit eine Konvergenz des Verfahrens fiir beliebig
vorgegebene Zielstellungen garantiert und ob die willkiirliche Auswahl einer Losung (aus
maximal vier moglichen Losungen) fiir den jeweiligen Anwendungsfall toleriert werden
kann. Dieser Fragenkomplex bietet noch ein weites Feld fiir zukiinftige Untersuchungen,
fraglich ist nur, ob der in Betracht kommende Einsatzbereich derartige Anstrengungen
rechtfertigt. Dies fiihrt uns zur Analyse der Bedeutung der jeweiligen Verfahren.

Alle bisher in groBerem Umfang eingesetzten Industrieroboter weisen nur parallele oder
orthogonale Gelenkiibergdnge auf. Diese Einschrinkung garantiert zwar noch nicht die
generelle Losbarkeit der kinematischen Gleichung (vgl. VW-R30), doch fiihrt dies zumin-
dest fiir die iiberwiegende Mehrzahl aller Roboter zu geschlossenen Losungen. Ein
zweiter Grund fiir die Wahl orthogonaler Achsen liegt in dem Wunsch nach maximalen
Arbeitsraumen. So existieren beispielsweise bei der orthogonalen Anordnung der drei
Orientierungsgelenke keine unerreichbaren Orientierungsvorgaben, dagegen fiihren
Abweichungen von dieser orthogonalen Ausrichtung der Gelenke stets zu Einbuflen bei
den erreichbaren Orientierungen eines Roboters (vgl. Abschnitt 2.3.2 und Satz 2.2.7 in
[Heil 85]).

Unter der Voraussetzung, dal o; €{ 0°, 90°, 180°, 270°} fiir alle Gelenkiibergénge eines
Roboters gilt, wird die Menge der zusitzliche mit den in Abschnitt 2.4.1 und 2.4.2
beschriebenen Verfahren 16sbaren kinematischen Gleichungen relativ klein.

Bei der im folgenden aufgefiihrten Liste der Roboterklassen, die auf nichtquadratisch
l6sbare kinematische Gleichungen fiihren, beschrinken wir uns auf je einen Vertreter der
durch Reihenfolgevertauschung zueinander paralleler Rotations- und Translationsgelenke
und durch Invertierung der kinematischen Gleichung definierten Aquivalenzklassen.

Das in Abschnitt 2.4.1 vorgestellte Verfahren fiihrt zu folgenden zusétzlichen Roboter-
klassen:

1) (dlahbl]aigoo) (d25h25125:|:900) (d3’h35137i900) (d43h4705(x‘4) (d570507a5) (d6’h6316aa6)
1,£0, 1,0

2)  (dy,hy,1,£90°) (dy,hy,1,,£90°) (d3,h3,0,005) (d4,0,0,04) (ds,hs,ls,005) (86,M6516,00)
1,£0

3) (dlohlallsoo bzw. 1800) (829t2712:a2) (d3,h3,0,0€3) (d430903a4) (d59h5915’a5)
(dhsl6:0t6)

Die fiir das Yang-Verfahren am besten geeignete Roboterklasse C, R, C, R
(dy,t1,11,£90°) (dg,hy,15,£90°) (d3,t3,13,+90°) (dg,hy,ly,04)

(dquivalent zu R , C , R, C) aus Abschnitt 2.4.2 I mul}, um nicht auf eine quadratisch
16sbare kinematische Gleichung zu fiihren, folgende Eigenschaften aufweisen:

sin(0;)720 A hyZ0 A 1;#0, 1 <i1<3 .

Da durch die Gelenkvariable d, die beiden Translationsachsen von t; und t; zueinander
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parallel eingestellt werden konnen, legt diese Konstruktion eine ausgepriagte Anfalligkeit
fiir Degenerationlokale Degenerationen an den Tag.

Von den oben weiter eingeschriankten Klassen II, Illa und IIIb wird Klasse II mit
sin(o3)=0 quadratisch losbar (vgl. Abschnitt 2.3.8 Nr. 2), so daB alle in diesen drei
Klassen aufgefiihrten Konstruktionen mit Losungspolynom vom Grad vier maximal zwei
frei wihlbare Langenparameter h; bzw. |; besitzen, die nicht auf triviale Weise in die
Zielvorgabe integrierbar sind, und somit allein von ihrem Umfang her kaum grofBere
Bedeutung erlangen konnen.

Das sehr hdufig ins Feld gefiihrte Argument, Losungspolynome vom Grad vier erhdhten
aufgrund der groBeren Losungsvielfalt die Flexibilitdt eines Roboters [Roth 76], ist nicht
stichhaltig. In der Regel fiihren diese Polynome nur fiir sehr wenige Zielstellungen zu vier
reellen Losungen oder aber es ergeben sich in der Folgeberechnung der restlichen
Gelenkvariablen mehr eindeutige Losungen als bei vergleichbaren Robotern mit
quadratischen Bestimmungsgleichungen, so dafl die Gesamtldsungsvielfalt nicht erhoht
wird.



2.5 Berechnung der Gelenkgeschwindigkeit

Bevor in diesem Abschnitt auf die Moglichkeit eingegangen wird, wie neben der
expliziten Losung fiir die Gelenkvariablen auch Formeln fiir Berechnungder
Gelenkgeschwindigkeiten und Gelenkbeschleunigungen gewonnen werden konnen, sollen
zuerst die unterschiedlichen Formen von Zielvorgaben und die verschiedenen Arten von
Bahnsteuerungen bei Robotern aus Benutzersicht betrachtet werden.

Wir unterscheiden bei der Zielvorgabe die kartesische Eingabe in Weltkoordinaten von
der Eingabe in Gelenkkoordinaten. Die bisher vorgestellten Verfahren zur Vorwirts- und
Riickwirtsrechnung bilden das Bindeglied zwischen diesen beiden Ebenen. Die Werte fiir
die Gelenkkoordinaten stellen dann die Sollwertvorgabe fiir die unterlagerten Antriebs-
regelkreise dar, die dafiir sorgen, daB3 die gewlinschten Gelenkstellungen moglichst genau
eingestellt werden.

Die Steuerungen von Robotern lassen sich in zwei Gruppen einteilen:

1. Punkt-zu-Punkt-Steuerung
Vorgegeben wird nur die Zielstellung des Effektors in Gelenkkoordinaten oder in
kartesischen Koordinaten. Erfolgt die Beschreibung der Zielstellung in kartesischen
Koordinaten, so miissen mit Hilfe der Riickwirtsrechung zuerst die
Gelenkkoordinaten bestimmt werden. Auf welchem Weg der Effektor das Ziel
erreicht bleibt undefiniert und wird damit von der Robotergeometrie und den
unterlagerten Gelenkregelkreisen bestimmt. So koénnen z. B. durch die
Gelenkregelkreise alle Gelenke mit maximaler Geschwindigkeit bewegt werden, bis
sie zu verschiedenen Zeiten ihre Endstellung erreicht haben. Die maximal zuldssigen
Gelenkgeschwindigkeiten hingen vom unterlagerten Regelkreis ab. Haufig wird ein
rampenformiges Geschwindigkeitsprofil beim Anfahren und Abbremsen definiert.

Eine solche Bewegungsart ist fiir viele Anwendungen wie z.B. Punktschweiflen oder
einfache Montagevorgénge durchaus ausreichend.

2. Bahnsteuerung
Hier wird neben der Zielstellung auch der (kartesische) Bahnverlauf vorgegeben. Da
in diesem Fall die Bahn des betrachteten Objekts eine zwangliaufige Bewegung
darstellt, kann die Stellung des Objektsystems (Gangsystem) {iber einen Parameter, in
der Regel die Zeit t, definiert werden. Dem Anwender stehen folgende Mdoglichkeiten
zur Bahndefinition zur Verfiigung:

a) Stiitzpunktvorgabe, d.h. Stellung im Zeitpunkt t; und die Angabe einer Interpola-
tionsvorschrift, z.B.:

* lineare Interpolation in Gelenkkoordinaten; die Stellung wird durch
Vorgabe der Gelenkwerte definiert und die Differenz zwischen Sollvorgabe
und aktuellen Gelenkwerten wird durch eine lineare Gelenkbewegung
ausgeglichen, so daf} alle Gelenkbewegungen gleichzeitig enden.
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* lineare Interpolation in kartesischen Koordinaten, das hei3t, daB zwischen
zwel Stiitzpunkten eine geradlinige Bewegung durchgefiihrt wird.

»  lineare Interpolation mit Uberschleifen an den Eckpunkten, das heiBt, daf
beim Ubergang von einem Geradenstiick in das nichste eine abgerundete
Bewegung erfolgt.

*  Kreisinterpolation, daB3 hei3t, dafl zwischen drei vorgegebenen Stiitzpunkten
eine kreisformige Bewegung ausgefiihrt wird.

* Interpolation mit kubischen Splines, dafl heilit, da3 praktisch beliebige
Kurvenformen stiickweise approximiert werden konnen. Hierbei ist auch
eine Vorgabe von Bahngeschwindigkeiten und -beschleunigungen moglich.

b) Angabe einer Bahnfunktion

* Angabe einer kartesischen Bahnfunktion B(t)=Ziel(t); B(t) ist dabei eine
mehrdimensionale  Zeitfunktion F: t —%R"™ in Form einer der
mathematischen Strukturen, die sich zur Stellungsbeschreibung eignen.

*  Vorgabe einer expliziten Zeitfunktion v;(t) fiir jedes Gelenk G;:

diese Variante wird iiblicherweise vom Anwender nicht direkt benutzt,
sondern resultiert aus der Riickwértsrechnung, angewandt auf -eine
kartesisch vorgegebene Bahnfunktion B(t). Denn sobald eine explizite
Losung — z.B. v=fi(x,y,z,R1,R2,R3) oder v=f(W;,..,.W34) — flr die
Gelenkvariable v; existiert, entsteht durch Einsetzen der mit t
parametrisierten  kartesischen =~ Bahnfunktion - im  Beispiel
(x(1),y(1),z(t),R1(t),R2(t),R3(t)) oder (W (t),...,W34(t)) — die Zeitfunktion
v;(t) fiir das Gelenk G;. Die Gelenkvariablen v;(t) werden in der Praxis nur

fiir diskrete Zeitpunkte berechnet und als Sollwerte an die unterlagerten
Regelkreise gegeben. Dieser Interpolationstakt AT liegt in der
GroBenordnung von wenigen Millisekunden.

Alle Interpolationsarten fliihren nach Auswertung der Interpolationsvorschrift
ebenfalls auf (stiickweise definierte) explizite Bahnfunktionen.

Nun kann natiirlich zur Bahndefinition statt des Zeitparameters t auch ein anderer
Parameter s verwendet werden. Dies stellt aber meistens nur einen Zwischenschritt
dar, in dessen Folge dann eine geeignete Zeitfunktion s(t) fiir den Parameter s so
bestimmt wird, daB3 z.B. ein vorgegebenes maximales Antriebsmoment beim Bahn-
fahren nicht liberschritten wird [Pfeiffer 87]. Das Ergebnis ist dann wieder eine Bahn
B(t) in Abhédngigkeit vom Zeitparameter t.

Die Anspriiche an die oben angesprochenen Regelkreise sind sehr hoch. Das von ihnen
bestimmte Bahnverhalten des Effektors soll einerseits moglichst hohe Bahngeschwindig-
keiten zulassen, andererseits moglichst exakt, d.h. ohne Schleppfehler und ohne Uber-
schwingen, den vorgegebenen Bahnverlauf einhalten. Dies ist insbesondere deshalb
schwierig, weil sich die Parameter der Regelkreise in einem weiten Bereich nichtlinear
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dndern. So dndern sich etwa die Massentragheitsmomente der einzelnen Roboterelemente
beziiglich ihrer Drehachse je nach Stellung um mehrere hundert Prozent. Daneben ist mit
starken Lastwechseln, d.h. Bewegungen mit und ohne Last zu rechnen.

Dies fiihrt unter anderem dazu, daB sich die Regelung nicht allein auf eine Zustandsgrofe,
namlich die Lage des Gelenks, beschranken kann. Gelegentlich werden neben der Lage
auch der Motorstrom und die Gelenkgeschwindigkeit in die Regelung einbezogen. Die
Regler werden heute noch haufig teilweise analog und teilweise digital ausgefiihrt. Es gibt
aber auch bereits Konzepte fiir eine vollstindig digitale Regelung [Cevik 87]. Auf die
Vielzahl der in der Forschung verfolgten Ansdtze in diesem Bereich soll in diesem
Rahmen nicht eingegangen werden.

In jedem Fall ist neben der Gelenkstellung vi(t) die Gelenkgeschwindigkeit vi(t) eine

wesentliche Zustandsgrofle, die ebenfalls als Sollwert vorgegeben werden kann.

Diese Sollgeschwindigkeit v;(t) darf nicht verwechselt werden mit der in den meisten

. L iO-v(EAT)E .
Reglern schon verwendeten Durchschnittsgeschwindigkeit AT . Die Beriick-

sichtigung der Sollgeschwindigkeit v;(t) macht den Regelalgorithmus natiirlich komplexer
und verlangt bei gleicher Taktzeit leistungsfahigerer Hardware.

Unter der Voraussetzung, dal3 die kartesische Bahn durch explizite Vorgabe oder durch
Interpolation als Zeitfunktion B(t) vorliegt und fiir die Gelenkvariablen explizite Losungs-
formeln existieren, stellt die Berechnung der Gelenkgeschwindigkeit kein Problem dar.

Mit der Zeitfunktion B(t) der Bahn ist auch die Bahngeschwindigkeit B(t) als Ableitung
nach der Zeit bekannt. Aus den expliziten Losungen fiir v; werden durch Einsetzen von

B(t) die Funktionen v;(t) bestimmt. Mit den bekannten Differentiationsregeln 1af3t sich

eine Zeitfunktion fiir den Geschwindigkeitsverlauf der einzelnen Gelenkbewegungen
ableiten. Wahlweise kann dieses Ziel iiber das Losungspolynom mittels impliziter oder
tiber die explizite Losung fiir v;(t) mittels expliziter erreicht werden. Die implizite

Differentiation setzt allerdings die Kenntnis der zum Zeitpunkt t bendtigten Gelenk-
positionen voraus, was keine Probleme aufwirft, wenn explizite Gleichungen fiir die v;(t)

vorliegen.
Betrachten wir zuerst die Moglichkeit der impliziten Differentiation.

Sei F(t,v) das Losungspolynom mit der Zeitvariablen t und der Gelenkvariablen v, und
v=f(t) die explizite Losungsformel, dann gilt:

OF(t,v)/0t + OE(t,v)/ov-f(t) = 0
und fiir OF(t,v)/0v#£0:
f(t) = - (BF(t,v)/ot) / (OF(t,v)/0v)

Die bei der expliziten Differentiation benétigte Ableitung der Funktion ATAN2(x,y) ist
identisch mit der Ableitung der zugrundeliegenden Funktion arctan(x/y):
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OATAN2(x(t),y(t))/0t = (yx'-x-y')(x>+y?)

Beispiel:

Am Beispiel des im vorigen Abschnitt betrachteten Roboters GdA06 soll die Herleitung
der Formel fiir die Gelenkgeschwindigkeit demonstriert werden; die Zeitvariable t wird
zur besseren Ubersichtlichkeit weggelassen. Fiir die nach Variante I in Abschnitt 2.3.7
bestimmten Gelenkvariablen ergibt sich somit folgender Geschwindigkeitsverlauf:

d; = (W4 Wog-Woy W)W, 24 W, 2) {explizite Ableitung} oder
d; = ~(sin(d,)-W 4-cos(d)- W,y)/(cos(d,)- W 4+sin(d;)- W) {implizite Ableitung}
ds = (W4 Wt Woy Woy v Wiy Wiy )/ (£he1[1-sin*(d3) ) {explizite Ableitung}

Das Vorzeichen im Nenner hidngt von der aktuellen Position von d; ab; sinnvollerweise
wird £/ 1-sin?(d;) durch cos(d;) ersetzt, dies fiihrt dann zur gleichen Form, die aus der

impliziten Ableitung gewonnen werden konnte.

Fir &2 ergibt sich nach einigen Umformungen und Auswertung einiger aus Abschnitt 2.3.7
bekannter Zusammenhinge folgende Losung:

dy = {-(W4cos(d))+W,ysin(d))- Wiy + Way(cos(d))-W g+sin(d))-Woy)
- d3 (W24 W 24 W3 2+h2-12)2} /(W24 W0, 24 W3g2)

Mit den bei der Berechnung der Variablen d, definierten Abkiirzungen a und b gilt fiir (‘14:

d, = (a-b-b-a)/(a2+b?) {explizite Ableitung}
d, = -(sin(d,)-a-cos(d,)-b)/(a-cos(d,)+b-sin(d,)) {implizite Ableitung}

Beide Formeln sind dquivalent, denn: sin(d,)=b/+\/a?+b? cos(d,)=a/+\/a>+b?
Fiir die Gelenkgeschwindigkeiten &5 und 516 gilt folgende allgemeine Aussage:

Bei Gelenkvariablen d, die aus 2 Gleichungen eindeutig berechnet werden konnten und
deshalb in der Form "sin(d)=a , cos(d)=b , d=ATAN2(a,b)" vorliegen, fiihren explizite und
implizite Ableitung zum gleichen Ergebnis: d =b-a - a-b.

Denn wegen a’+b?=sin?(d)+cos?(d)=1 verschwindet in der expliziten Ableitung der
Nenner.

Als Ansatz fiir die implizite Ableitung wird aus "d=ATAN2(a,b)" die Gleichung
"0=b-sin(d)-a-cos(d)" entwickelt. Daraus ergibt sich nach den Regeln der impliziten Ablei-
tung d= —(sin(d)-B—COS(d)-é)/(b-cos(d)Jra'sin(d)) und dies fiihrt wegen "sin(d)=a ,
cos(d)=b" ebenfalls zu d = b-a - a-b.
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Gerade die letzten Formeln haben sicher einen Eindruck davon vermittelt, welchen Vorteil
einfache Losungsgleichungen sowohl bei der Analyse der Ausnahmesituationen, als auch
bei der Bestimmung der Gelenkgeschwindigkeiten bieten.



2.6 Inkrementelle Riickwirtsrechnung

Wie bereits erldutert, ist die kinematische Gleichung nicht fiir alle Roboter geschlossen
16sbar, oder die z.B. aus einem Polynom vierten Grades gewonnenen Losungsgleichungen
sind so komplex, daB sie fiir explizite Berechnungen nicht brauchbar sind. In diesen Fallen
miissen numerische Verfahren zur Bestimmung der Gelenkvariablen gefunden werden.
Eine Moglichkeit, die Nullstellen des Losungspolynoms mit Hilfe der {iblichen
numerischen Verfahren zu bestimmen, haben wir im Abschnitt 2.4.3 erwidhnt. Von
groBerer praktischer Bedeutung ist jedoch das in diesem Kapitel behandelte Verfahren der
inkrementellen Riickwértsrechnung, das direkt an der kinematischen Grundgleichung
ansetzt. Das Prinzip dieses Verfahrens liegt darin, die aus der Vorwértsrechnung
gewonnene transzendente Roboterfunktion F(v, ..., v,) zu linearisieren. Mit Hilfe dieser
linearisierten Funktion kann, ausgehend von einer aktuellen Stellung der Robotergelenke,
nidhrungsweise eine dicht benachbarte Stellung berechnet werden, die durch kleine
Inkremente der Gelenkvariablen erreicht wird. Da dieser Zusammenhang zwischen
Gelenkvariablen und Stellung linear ist, kdnnen auf einfache Weise aus den linearen
Gleichungssystemen die Gelenkinkremente bestimmt werden. Diese Niherung ist
natiirlich nur fiir kleine Inkremente giiltig. Deshalb miissen zur Berechnung weiter
entfernter Stellungen geniigend viele Interpolationsstellungen zwischen der aktuellen
Stellung und der Zielstellung herangezogen werden.

Trotz dieser eng benachbarten Interpolationsstellung treten Linearisierungsfehler auf. Das
bedeutet, dal mit den ndherungsweise bestimmten Inkrementen der Gelenkvariablen nicht
genau die néchste Interpolationsstellung erreicht wird. Um eine Fortpflanzung dieser zu
vermeiden, mul3 daher die tatsdchlich erreichte Interpolationsstellung mit Hilfe der
nichtlinearisierten Roboterfunktion F(v,, ..., v,) berechnet werden. Diese tatsdchliche
Stellung wird dann als Ausgangsstellung fiir die Bestimmung der nichsten Inkremente
gewihlt.

Im folgendenden betrachten wir zuerst die Linearisierung der Roboterfunktion und
beschédftigen uns dann mit den Problemen, die bei der Losung des linearen Gleichungs-
systems auftreten.

2.6.1 Linearisierung der Roboterfunktion F(v,, ..., Vv,)

Gegeben sei eine aktuelle Roboterstellung A mit den zugehdrigen aktuellen Gelenkeinstel-
lungen vA und eine gewiinschte Zielstellung Z; weiterhin ist die aus der jeweiligen
Roboterkonstruktion resultierende Roboterfunktion bekannt:

n-1
F(Vl IERRE Vn) = H(Zi.XH-I) ¢ Zn
i=1
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Gelenkdnderungen, die zum Einstellen der Zielvorgabe Z durchgefiihrt werden, lassen
sich durch die Transformation Zdiff(dv;) beschreiben und fithren zu folgender
Roboterfunktion, in der die Z; die Variablenwerte v;* enthalten und v**" = vA+dv gilt:

n-1
F(v,™ ..., vy = [J(Zdiff(dv))*Z;#X;. ) * Zdiff(dv,)*Z,
i=1

Um nun zur inkrementellen Betrachtungsweise zu kommen, werden die Transformationen
Zdiff(dv;) additiv aufgespalten in das dem jeweils verwendeten Ring der homogenen 4x4-
Matrizen, der dualen 3x3-Matrizen bzw. der dualen Quaternionen zugrundeliegende Eins-
element E (I*4, I3 bzw. (1, 0, 0, 0)) und das Element A, :

Zdiff(dv) = E + A,

Der sechsdimensionale Beschreibungsvektor kommt aufgrund der multiplikativen
Verkniipfung von Zdiff(dv,)*Z,; fiir diese Uberlegungen nicht in Frage.

A; ist keine Stellungsbeschreibung mehr, da es die in allen drei Darstellungsformen beste-
henden Normiertheitsbedingungen verletzt. A; hat, abhéngig von der gewihlten Darstel-
lungsform, folgendes Aussehen, wobei dd; bzw. dt; die jeweilige Gelenkdnderung dv;
beschreiben:

a) homogene 4x4-Matrix:

[ cos(dd;))-1  -sin(dd)) O 0 7]
sin(dd;) cos(dd)-1 0 O
A~ 0 0 0 dt
| 0 0 0 0

b) duale 3x3-Matrix:
cos(dd;)-e-dt;-sin(dd;) - 1~ -sin(dd;)-e-dt;-cos(dd;) 0
A= sin(dd;)+e-dt;-cos(dd;)  cos(dd;)-e-dt;-sin(dd;)) -1 0
0 0 0

¢) duale Quaternion:
A; = (cos(dd;/2)-¢-dt;/2-sin(dd;/2)-1; 0; 0; sin(dd;/2)+e-dt;/2-cos(dd;/2))

wobei dt; =0, falls Gelenk i ein Rotationsgelenk,
und dd; =0, falls Gelenk i ein Translationsgelenk ist.

Durch Einsetzen von E+A; in die Roboterfunktion F(v{"",...,v,"*") und Ausmultiplizieren
14Bt sich F umformen zu
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n-1
F(Vlneu seees an‘leu) = H((E+A1).Z1.Xl+l) hd (E+An)'Zn =
i=1
n-1 n-1
= [ TUZX: ) HAPZieX i) * Zy + [ [O(Zo X ) HAPZi X)) * ApZ,
i=1

i=1
Fiir die exakte Beschreibung der inkrementellen Stellungsénderung von A nach Z gilt:

Z-A=Fv," ... v,") -F(v, ..., v,A) =

n

= ﬁ((zi'xi+1)+ (A Zi*Xi1) * (ZyHACZy) - ﬁ(zi°xi+1) *Z,
i=1 i=1
Wird dieser Ausdruck ausmultipliziert, so ergibt sich fiir die inkrementelle Stellungs-
dnderung Z-A ein Summenterm S :2218? bei dem jeder Summand §; ein Produkt mit
mindestens einem Faktor A; darstellt. a

Machen wir jetzt davon Gebrauch, daf3 die Gelenkénderungen nur sehr klein sind, dann
konnen wir folgende Ndherungen benutzen:

1. sin(dd;)=dd; und cos(dd;)=1 bzw. sin(dd;/2)~dd;/2 und cos(dd;/2)=1
Damit verschwinden im Fall der Rotationsgelenke die transzendenten Funktionen in
den A; und es kann sowohl fiir Rotations- als auch fiir Translationsgelenke die
Néherung

Ai ~ D'dVi
benutzt werden.

2. Produkte, die von hoherer Ordnung klein sind, d.h. mehr als ein dv; enthalten, werden
vernachléssigt.

n

n-1 j-1 n-1
F(Vlneu geees Vnneu) ~ H(Zi.XH‘l) M Zn + H(Zi'Xi+1)'D°H(Zi'Xi+1)'Zn'de
i=1 i=1 i=j
j=1

Hierbei gilt fiir eine
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a) homogene 4x4-Matrix:

falls Rotationsgelenk falls Translationsgelenk
0 -1 0 0 0 0 0 O
1 0 0 O 0 0 0O
D= D=
0 0 0 O 0 0 0 1
0 0 0 O 0 0 0 O
b) duale 3x3-Matrix:
falls Rotationsgelenk falls Translationsgelenk
0 -1 0 0 -1 O
D=1 0 0 D= 1l 0 O
0 0 0 0 0 0
¢) duale Quaternion:
falls Rotationsgelenk falls Translationsgelenk
D=(0,0,0, 1/2) D=(0,0,0,¢/2)

In obiger Ndherung gibt der Summenterm die Auswirkung der inkrementellen Gelenk-
bewegung dv; auf die Stellung des Effektors wieder; die Abschitzungen ermoglichen es,
die Auswirkung der inkrementellen Bewegungen dv; der Robotergelenke durch ein
lineares Gleichungssystem beziiglich der Gelenkinkremente dv; zu beschreiben.

Es 148t sich leicht zeigen, dal3
D'Zi = aZi/aVi

Wird eine m-wertige Funktion F nach all ihren n Variablen v, abgeleitet und werden die
Terme OF/0v; zu einer mxn-Matrix zusammengefaflt, so wird diese dem vollstindigen
Differential der Funktion F zugrundeliegende Matrix auch als Jacobi-Matrix J(F)
bezeichnet.

Mit der Abkiirzung
of:

()f, =&

1 fk aVi

hat die Jacobi-Matrix J(F) je nach Darstellungsart folgende Struktur:

a) homogene 4x4-Matrix
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J(F) =

B F,  OF,

(1)'f12 (2)°f12

| (1)}‘44 (2)7[‘44

b) duale 3x3-Matrix

J(F) =

e
( )fl 1primér

e
( )fl 2primédr

e
- ( )f33sekundéir

¢) duale Quaternion

J(F) =

a )fl priméir

a )f2primﬁr

e
- ( )f4sekundéir

(n)}‘l 1

(H)J'f1 5

(n)}‘4 A

2%
( )fl 1primédr

e
( )fl 2primér

25
( )f3356kundéir

(2)f1 primér

(2)f2primér

oy
( )f4sekundéir

.
( )fl 1primér

.
( )fl 2primér

.
( )f33sekundéir —

® f1 primér

(n)prrimér

.
( )f4sekundéir —
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Damit 146t sich das lineare System zur Beschreibung der inkrementellen Bewegung dar-

stellen als

J(F)edv,

denn die Matrixprodukte in den n Summanden entsprechen den partiellen Ableitungen
von F(vy,...,v,) = Z;*X,e...*Z, nach v; an der Stelle v2.

Damit gilt:

F(v

ncu neu

A A
sees Vo ) - F(Vl,...,vn)+J(F)\ A

1

(V1 ey V.

D

dv
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2.6.2 Bestimmung der Gelenkvariablen aus einem linearen
Gleichungssystem

Zur Bestimmung der Gelenkinkremente dv wird ein lineares Gleichungssystem folgender-
malen hergeleitet:

Aus der aktuellen Stellung A und der Zielstellung Z wird die Differenz AZ = Z - A
gebildet; AZ ist ebenso wie A; keine Stellungsbeschreibung.

Da wir bei der Linearisierung der Roboterfunktion von den zu Z; bzw. Z,, zugeordneten

Bezugsystemen ausgegangen sind und die vollstdndige kinematische Gleichung

n
H(ZI.XH’I) * TR = Ziel
i=0

lauten kann (vgl. Abschnitt 2.2), muB3 die aktuelle Stellung A und die Zielvorgabe Z durch
konstante Transformationen an die linearisierte Roboterfunktion angeglichen werden.
Dieses modifizierte Inkrement wird in Analogie zur Riickwértsrechnung in Abschnitt 2.2
mit AW bezeichnet.

AW =W - W = (ZoX ) 1eZe(X, ;*TR) ! - (Z*X,) *A(X,;1*TR) ! =
= (Zy*X ) '*AZ+(X . *TR)!

Dann 14Bt sich fiir den Vektor der Gelenkvariablen v*" die kinematische Gleichung
F(v{™,..,v,") = W aufstellen und unter Verwendung der in 2.5.1 hergeleiteten
Abschétzungen umformen zu

F(VIA, .o .,Vf) + J(F)| A QdV - Wneu (=W + 2 W)

(Vl ,...,VI;A)

Da F(V?, .. .,V:):W gilt, steht mit vneusz+dv und J(F)| ,  , *dv - * W ein lineares

(Vl,...,Vn)

Gleichungssystem zur ndherungsweisen Berechnung von v, der zur Zielstellung W™
bzw. Z gehorenden Gelenkeinstellung, zur Verfiigung.

Da fiir n-achsige Roboter maximal sechs Gelenkvariablen aus der kinematischen
Gleichung bestimmt werden konnen, die Jacobi-Matrix jedoch je nach Darstellungsform
die Dimension 16xn (homogene 4x4-Matrix), 18xn (duale 3x3-Matrix) oder 8xn (duale
Quaternion) aufweist, ist das vorliegenden lineare Gleichungssystem iiberbestimmt. Diese
Uberbestimmtheit resultiert aus den Abschitzungsfehlern, die die in der kinematischen
Gleichung bestehenden Abhingigkeiten einzelner skalarer Gleichungen zerstoren.

Sei A eine mxn-Matrix mit m > n, so kann fiir das iiberbestimmte Gleichungssystem
A*x=b

ein optimaler Losungsvektor X aus dem Gleichungssystem
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ATeA e x=ATeb

ermittelt werden. Optimal bedeutet hier, da3 die euklidsche Norm des Residuumsvektors
|[b-AX|| minimal wird [Reinsch 74]. Dieses Gleichungssystem ist nicht mehr
iiberbestimmt, da ATeA ja gerade eine quadratische nxn-Matrix darstellt.

Offen bleibt im Zusammenhang mit der Multiplikation der transponierten Matrix
allerdings die Frage, ob dies ein der Problematik addquates Vorgehen darstellt, d.h. ob die
eigentlich bestehenden Abhingigkeiten durch diese Transformation in das System
eingebracht werden und dadurch z.B. eine Losung X gefunden wird, bei der der
Residuumsvektor b-Aex gleich Null wird, oder ob ein fiir den Problembereich
ungeeignetes Werkzeug in rein formaler Weise eingesetzt wurde, das neben der Erh6hung
des Rechenaufwandes u.U. sogar die Abschdtzungsfehler vergroBert. Den Autoren ist
nicht bekannt, da3 dieses Verfahren im Zusammenhang mit der Riickwértsrechnung niher
untersucht oder in der Praxis eingesetzt worden wiére; dies ist vermutlich auf den hohen
Rechenaufwand und die Existenz von einfacheren Vorgehensweisen zuriickzufiihren.

Ebenso konnten wir auf der Suche nach einem nicht iiberbestimmten Gleichungssystem
auf den sechsdimensionalen Beschreibungsvektor zuriickgreifen. Dazu muf3, nachdem die
Roboterfunktion auf gezeigte Weise berechnet wurde, diese in die sechsdimensionale
Beschreibung umgerechnet und aus dieser durch Differentiation die Jacobi-Matrix mit der
Dimension 6x6 (fiir einen sechsachsigen Roboter) gewonnen werden. Allerdings diirfte
der zur Bestimmung dieses linearen Gleichungssystems notwendige Berechnungsaufwand
in der Regel betrichtlich sein.

Die beiden zuletzt angesprochenen Aspekte wurden vor allem deshalb nicht weiter unter-
sucht, weil durch das im folgenden geschilderte Vorgehen das Problem der Uberbestimmt-
heit wesentlich eleganter umgangen werden kann [Paul 81c].

Dazu wird das lineare Gleichungssystem J(F)| ,  ,«dv=2W
(V1 ,...,Vn)

bzw. die dquivalenten Darstellungen

n il n
Z(l_[(zj-xj+ 1)-ZZi/ZVi-H(Xj-Zj))~dVi —: W

i=1 j=1 =i+l
von rechts oder von links mit der aktuellen Stellungsbeschreibung
Wl=FvA,... v, A = (Z;*X,e...+Z,)"" multipliziert.
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i-1 n-1
Mit Ui:=1._1[(Zj -Xj +1) und Qi::H(Zj'Xj +1)°Zn erhalten wir die zwei Gleichungsversionen
i= j=i

n
. .
D D (UsD-U'ydv. =2 WeW
i=l1

n
-1 —
) Z;(Qi *D-Q)dv. = W' W [Paul 81c]
i=
Ausmultiplizieren von U;DeU;! bzw. Q;1*D+Q; liefert mit den Bezeichnungen 'uy fiir
U,[1.k] bzw. iqy fiir Q;[1,k] und bei dualen Quaternionen iuj fiir U;[j] bzw. iqj fiir Q;[j1:
a) in homogenen 4x4-Matrizen:

falls Gelenk i ein Translationsgelenk ist

0 0 O 1u13 0 0 O 1q31
p 0 0 0 fuy p 0 0 0 igs
UpsD-U; = . Q' *D-Q; = :
0 0 O 11133 0 0 O 1q33
0 0 0 0 d 0 0 0 0

falls Gelenk 1 ein Rotationsgelenk ist

0 -iU33 iu23 X
iU33 0 -iu13 Y
Ui.D.Ui-l = _ .
-lu23 lu13 0 Z
0 0 0 0
wobel X = luZ4'IU33-IU34'IuZ3

T S

Y = usguy3- 047053
T N B

Z ="u14"up3-"Up4 M0y
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b)

0 -lg; g3 X
1 933 0 gy Y
Q" *D*Q; = ; ;
-q32 931 0 Z
0 0 0 0
wobei X= iC114'i<3121'iqz4'iqll

Y =1q;41q55-102471q1
Z="q14"'93-'247'q13

In der Variante I (Multiplikation mit der Matrix W-! von rechts) beschreibt U; die
Stellung des Gelenksystems S; hinsichtlich des Bezugsystems BKS. Bezeichnet p;
den Vektor vom Ursprung des Systems BKS zum Ursprung des Systems S; , dann
gilt:

(Xa Y, Z)T = (pixzi)'

Diese Schreibweise ist aber identisch mit dem aus Abschnitt 1.1.3 bekannten
Moment der Gerade z;. Damit wird auch klar, wie die entsprechende Darstellung als
duale 3x3-Matrix aussieht: der Primérteil einer dualen 3x3-Matrix ist identisch mit
der 3x3-Orientierungsmatrix der zugehorigen 4x4-Matrix. Der Sekundirteil der
dualen Matrix enthilt mit (‘u;3,'u,3,'u33)T genau den Momentenvektor der Geraden z..

in dualen 3x3-Matrizen:

i i
0 U3z Ups
UioD.Ui'l = IU33 0 '1u13 . f

i i
-Upyz  Uyg3 0

0 -lq33 g3
Q;'*D-Q; = i35 0 gy |-f
-ichz i‘lzl 0

wobei f=¢ falls Gelenk i ein Translationsgelenk und
f=1 falls Gelenk i ein Rotationsgelenk ist

in dualen Quaternionen:
Ui.D.Ui-l =(0, iul'iu3+iu2'iu4 , iu3'iu4-iu1'iu2 , 1/2_iu22_iu32) -f
Q1*D+Q; = (0, -'q;'q5+qy7ay , 'q57'q4Hq; gy 5 1/2-195%-1q5%) - f

wobei f=¢ falls Gelenk i ein Translationsgelenk und
f=1 falls Gelenk i ein Rotationsgelenk ist
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Die oben ermittelten Elemente von UsDeU;! bzw. Q,'sD+Q; ergeben die einzelnen
Spalten k;, der Koeffizientenmatrix K des linearen Gleichungssystems Kedv = b. Dies
wird im folgenden fiir einen Roboter mit sechs Rotationsgelenken unter Verwendung
homogener 4x4-Matrizen fiir die Variante 11 (Q;'*D+Q;), die sich numerisch als
geringfiigig giinstiger im Vergleich zur Variante I erwiesen hat [Deuter 88], dargestellt:

K

dv

W Wi
W'ew),,
W'ew),
W' w),,
W W2
W2 W),

-1,
(W " VV)32
-1,
(W= Wy
(W'I'ZW)B

W' W),
-1 )

(W " W)33
-1 )

(W2 W),

-1
W'ew),,
-1
(W W)y,
W' w)
34

-1
wlew),,

b

Eine Betrachtung der Struktur von U;*D+U;"! bzw. Q;"'*D+Q; macht sofort klar, daB einige
Zeilen dieser Matrix K gleich (0,...,0) oder linear abhingig von anderen Zeilen sind (z.B.
Element 2.1 und Element 1.2), so dal unter Beriicksichtigung der Aufspaltungs-
moglichkeit in Primédr- und Sekundérteil bei dualen Zahlen in allen drei Beschreibungs-
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formen nur maximal sechs Zeilen linear unabhédngig sind. Damit wird z.B. im Fall a)
durch die Auswahl der zu den Elementen 3.2, 1.3, 2.1, 1.4, 2.4, 3.4 gehorenden Zeilen der
Matrix K ein quadratisches, lineares Gleichungssystem K'sdv = b' zur Berechnung der
gesuchten  Variablen dv  bestimmt, das dariiberhinaus nur noch auf
Transformationsmatrizen der einzelnen Gelenksysteme §S; basiert und somit keine
Ableitung der Roboterfunktion erfordert.

Nachdem wir bisher dem Vektor b kaum Beachtung geschenkt haben, wollen wir ihn jetzt
etwas genauer betrachten. Im Gegensatz zur Koeffizientenmatrix K, die durch die Lineari-
sierung Ungenauigkeiten enthilt, beschreibt der Vektor b die exakten Stellungsinkremente
von AW*W-! bzw. W-1eAW. Soll nun das Gleichungssystem keine unlésbaren Wider-
spriiche enthalten, so muB AW<W-! bzw. W-1eAW die gleiche Struktur wie U,sD-U;!
bzw. Qi'1°D°Qi aufweisen. Dies bedeutet, dal zu allen mit (0,...,0) besetzten Zeilen der
Matrix K ein b; = 0 gehéren mufl und daf fiir Zeilen z, und Zs, die sich nur im
Vorzeichen unterscheiden, ebenfalls b; = -b; gelten muB. Da} dies fur kleine Inkremente
AW der Fall ist, wird nach den folgenden beiden Bemerkungen gezeigt.

Sehr hilfreich fiir die Abschitzung der durch die Linearisierungsfehler verursachten Bahn-
abweichungen wire eine Korrelation zwischen Bahnabweichung und Abweichung des
vorgegebenen, exakten b von der in K vorliegenden Struktur, die bestimmt ist durch die
Nullzeilen und Zeilen z;, und z;,, die sich nur im Vorzeichen unterscheiden. Daf} diese
Korrelation nicht gegeben ist, 148t sich durch die Tatsache erkldren, dall in b keinerlei
Information iiber das kinematische Verhalten des Roboters enthalten ist, und an einem
Beispiel klar darlegen:

Bei Verwendung homogener 4x4-Matrizen und bei vorgegebenem AW, das an der
Position 1.4 einen sehr groBen Wert T aufweist und sonst Null ist, ergibt sich eine Matrix
WLeAW bzw. AW*W-! die nur in den Elementen 1.4, 2.4 und 3.4 bzw. in 1.4 von Null
verschieden ist und damit exakt der in K existierenden Struktur geniigt. Fiir einen Roboter
mit 6 Rotationsgelenken treten jedoch bei grolen Werten von T erhebliche
Bahnabweichungen auf, da die durch T festgelegte Zielstellung nicht mehr dicht an der
aktuellen Stellung liegt, und so die durch die Abschidtzungen der Rotationsvariablen im
Verfahren auftretenden Linearisierungsfehler nicht klein gehalten werden kdnnen. Damit
liegt der Schluf3 nahe, daB3 die Forderung nach geringfiigigen Strukturabweichungen in b
zwar eine notwendige, nicht aber hinreichende Bedingung fiir einen in vorgegebenem
Rahmen exakten Bahnverlauf ist.

Die in Kedv = Y (U;sD*U; 1)-dv; bzw. Kedv = Y (Q;'*D*Q;)-dv; auftretenden linearen
Abhéngigkeiten sind keine direkte Folge der bei Stellungsbeschreibungen existierenden
Abhidngigkeiten aufgrund der Orthonormalbedingungen, sondern resultieren aus den bei
der Linearisierung durchgefiihrten Abschiatzungen und aus der geschickten Multiplikation
mit W-!. Dies wird deutlich durch einen Vergleich mit b, das diese von der Matrix K
erzeugte Struktur nicht immer aufweist.
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Strukturelle Ahnlichkeit von b und K bei differentiell kleinem Inkrement AW

Wret 1483t sich als Produkt zweier Stellungsbeschreibungen darstellen, Whe'=BKSDjiffsW
bzw. WrU=WWVDiff, wobei BXSDiff bzw. WDiff eine Stellungsbeschreibung mit sehr
kleinem Transformationsverhalten ist. BYSDiff und WDiff unterscheiden sich in der Regel
deutlich voneinander. Hiermit gilt:

AW = Wrewyy = BKSDiffeWw_W = (BKSDiff-E)eW = W+(VDiff-E)
Bei Multiplikation von rechts mit W-! erhalten wir:

AWW-! = BKSDiff E

Bei Multiplikation von links mit W-! erhalten wir:

W-leAW = VDIff-E

Eine Umformung der Darstellung von Diff in einen sechsdimensionalen Beschreibungs-
vektor (dy , dy , d,, pl, p2, p3) ist immer mdglich. Dies erlaubt folgenden Ansatz in
multiplikativer Form:

Diff = Translation(d, , d, , d,)*R(a,; , p1)*R(ay, , p2)*R(a,; , p3) =

= {(Translation(d, , d, , d,)-E)*E}*{(R(a,; , p1)-E)*E}+{(R(ay, , p2)-E)*E}+
*{(R(ay;3 , p3)-E)TE} =

pl>

= {ATE}+ Ay B} (A B} A} =
- {dT+E}.{Ap1.Ap2.Ap3 T Apl.Ap2 T Apl.Apﬁa T Ap2.Ap3 T Apl + ApZ T Ap3 +E}

Hierbei sind dT bzw. A, je nach gewdhlter Darstellungsform homogene 4x4-Matrizen
oder duale 3x3-Matrizen oder duale Quaternionen.

Bei Verwendung homogener 4x4-Matrizen gilt: dTeA;; =0
Daraus folgt

Handelt es sich bei Diff - und damit auch bei (d,, d, d,, p1, p2, p3) - um eine sehr kleine
Transformation, dann kann in Analogie zur Abschitzung der Roboterfunktion F mit
sin(pi1)=pi, cos(pi)=1 und pj-...-pk=0 die Ndherungsgleichung

Diff = D+ D+ D3+ dT + E
aufgestellt werden. Durch FEinsetzen dieser Niherungsgleichung in AWeW-! bzw. W-
1AW wird E eliminiert und der verbleibende Term D+ Dyt D3t dT besitzt die
gleiche Struktur wie K.

Deutlich soll noch einmal hervorgehoben werden, daf3 der Riickgriff auf den sechsdimen-
sionalen Beschreibungsvektor (dy, d,, d,, p1, p2, p3) nur zum Beweis der Strukturgleich-
heit benotigt wurde und bei der Durchfithrung der Riickwértsrechnung nicht verwendet
werden muB; hier geniigen die Werte von AW und W1,
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Vergleich der Varianten I und II:

a) bei homogenen 4x4-Matrizen:

Hier muB jeweils die dritte Spalte der U; und die dritte Zeile der Q; berechnet werden.
Giinstig erweist sich bei der Verwendung der dritten Zeile, dafl die Variable des
ersten Faktors Z;*X;,, in Q; nicht auftritt; dieser Vorteil wird allerdings durch die
zusitzliche Multiplikation mit Z, , die bei der Berechnung der U; nicht anfillt, wieder
ausgeglichen. Eine Betrachtung der Formeln fiir X, Y und Z zeigt, da3 bis auf das
Element iqy, alle aktuellen Werte der Q; berechnet werden miissen, wihrend im
anderen Fall die Auswertung der Elemente 'uys , 'u,5 , 'us5 , fuyy , 'uy, und 'uy, geniigt.
Da aber zur Bestimmung von U, die volle Matrix U, ; bekannt sein muB, tritt dieser
Vorteil erst bei der Berechnung von U, auf. Insofern ist der Berechnungsaufwand fiir
die Variante I, d.h. bei Multiplikation mit W-! von rechts, geringfiigig niedriger als
bei der Variante II.

b) bei dualen 3x3-Matrizen:
Da bei dualen 3x3-Matrizen die Positionsangaben und Rotationsangaben zusammen-
gefallt sind, gilt nach dem in a) Gesagten, dal der Berechnungsaufwand fiir beide
Varianten in etwa gleich ist.

¢) bei dualen Quaternionen:
Bei Verwendung dualer Quaternionen sind die Formeln, die die Elemente der Matrix
K definieren, fiir U und Q identisch; weil jedoch bei der Berechnung der iqj die
zusitzliche Multiplikation mit Z, anfillt, erweist sich die Variante I als berechnungs-
technisch giinstiger.

Dem Vorteil der geringfiigig effizienteren Berechenbarkeit der Variante I steht bei der
Verwendung homogener 4x4-Matrizen eine Anfilligkeit hinsichtlich der numerischen
Genauigkeit gegeniiber. Der in Abschnitt 2.6.1 dargestellte Summenterm S fiir die exakte
Beschreibung der inkrementellen Stellungsdnderung Z-A erhilt durch die Multiplikation
mit mindestens einer Matrix A, folgende Form:

_Sll SIZ Sl3 S14 ]

So1 Sy Sy Sy
S31 S32 S33 Sy
0 0 0 o0 4

Wird dieser Term von links mit der invertierten aktuellen Stellung W-! multipliziert
(Variante II), so erlangen die Positionselemente in W-! wegen der Nullen in der 4. Zeile
keine Bedeutung. Das aus der Jacobi-Matrix resultierende lineare Gleichungssystem wird
also nur durch eine orthonormale Transformation verdndert; Zeilen- und Spaltennormen
im Gleichungssystem bleiben konstant und es tritt daher keine Verschlechterung der
Kondition ein [Deuter 88]. Im Gegensatz dazu sind bei einer Multiplikation des W-! von
rechts (Variante I) die Positionselemente von W sehr wohl in dem neu entstandenen
Matrixprodukt vorhanden. Im Zuge der Linearisierung werden einige der Summanden aus
S als vernachléssigbar klein eingestuft und deshalb gestrichen. Da aber fiir a—0 und b—o
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das Produkt a-b nicht mehr zwangsldufig gegen Null geht, fiihrt diese Tatsache in der
Variante I bei einer sehr weit vom Ursprung entfernten aktuellen Stellung W zu einer
VergroBerung der Linearisierungsfehler und zusétzlich zu einer starken Verdanderung der
Zeilen- und  Spaltennormen des linearen  Gleichungssystems, sodal eine
Konditionsverschlechterung nicht ausgeschlossen werden kann. Die Orientierungswerte in
W-! sind dagegen aufgrund der Normiertheitsbedingung ungeféhrlich.

In der Darstellung mit dualen 3x3-Matrizen und dualen Quaternionen erhalten grof3e
Positionswerte der aktuellen Stellung W sowohl bei Rechts- wie auch bei Linksmultiplika-
tion Einflu} auf die entstehenden Summanden; die beiden Varianten I und II sind unter
diesem Aspekt gleichwertig.

Abgesehen von der Varianten II mit homogenen 4x4-Matrizen muf3 der Einfluf3 der
aktuellen Position des Roboters auf die GroBe der Linearisierungsfehler als Preis fiir die
Uberwindung der Uberbestimmtheit des linearen Gleichungssystems akzeptiert werden.

2.6.3 Vergleichende Bewertung der expliziten und der inkrementellen
Riickwartsrechnung

Der Vorteil der inkrementellen liegt in ihrer Anwendbarkeit auf alle
Roboterkonstruktionen. Dem stehen jedoch im Vergleich zu geschlossenen Ldsungen
einige erhebliche Nachteile gegentiber:

1. Fiir die inkrementelle Riickwértsrechnung sind nur kleine Distanzen zwischen Ziel
und aktueller Stellung zuldssig. Diese Forderung ist bei Bahnsteuerungen durch
dichte Punktvorgabe oder bei sensorgefiihrten Effektorbewegungen erfiillt. Das
eigentliche Problem liegt jedoch darin, daB3 keine Aussage dariiber getroffen werden
kann, wie klein AW in der jeweiligen Situation sein muB, um ein Ubersteigen der
maximal zuldssigen Grenze der Bahnabweichung sicher zu verhindern.

2. Da auch beim inkrementellen Verfahren Sinus- und Cosinusausdriicke ausgewertet
werden miissen und in jedem Zyklus zur Vermeidung der Fehleraddition eine Vor-
wartsrechnung ndotig ist, erweist sich bei Roboterklassen, die zu sukzessive
quadratisch geschlossenen Losungsformeln fiihren, die explizite Berechnung als
effizienter.

3.  Durch die explizite Losung ist ein funktionaler Zusammenhang zwischen der Gelenk-
variablen und der Effektorstellung gegeben. Durch Differentiation nach der Zeit
lassen sich daraus auch exakte Gleichungen fiir die Gelenkgeschwindigkeit und -
beschleunigung gewinnen.

4. Die inkrementelle Riickwirtsrechnung erlaubt keinen Uberblick iiber die Gesamtheit
der zur Erreichung einer Zielvorgabe geeigneten Gelenkstellungen. Im Zuge einer
vorausschauenden Bahnplanung und Kollisionsvermeidung ist dies jedoch sehr
hilfreich. In diesem Zusammenhang erweist sich auch der Zwang zu kleinen
Inkrementen als ausgesprochen hinderlich, zumindest aber als zeitraubend.
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5. Eine a-priori-Behandlung von lokalen Degenerationsstellungen und Reduktions-
stellungen ist nur durch eine Determinantenberechnung der quadratischen Matrix K'
moglich. Ist der Wert der Determinante gleich Null, so muf3 diese Stellung einer
bestimmten Gelenkvariablenkonfiguration zugeordnet werden. Hierzu muf3 die Deter-
minante durch Intuition geeignet faktorisiert werden. Eine Unterscheidung von
lokaler Degenerationsstellung und Reduktionsstellung ist anhand der Determinanten-
analyse nicht moglich. Ebenso sind unerreichbare Stellungen nicht formelmaBig
beschreibbar, sondern fallen hochstens durch eine ungewohnlich hohe Bahnabwei-
chung auf. Auch das Arbeiten im Grenzbereich des zuldssigen Arbeitsraumes erweist
sich als problematisch, weil bei unzuldssigen Gelenkldsungen nicht klar ist, ob die
Zielstellung tatsdchlich unzuldssig ist oder nur Ndherungsfehler vorliegen.
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